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1. Introduccién y notaciones

Sean p y ¢ polinomios en una indeterminada z, ¢ irreducible sobre R, es decir, de grado 1 o
de grado 2 con discriminante negativo, o lo que es lo mismo, sin raices reales y sea n cualquier

P .., p . .
numero natural. Pretendemos obtener la descomposicion de — en fracciones simples de forma

sencilla, sin aplicar el método habitual de coeficientes indeterminados.
El grado de un polinomio p lo indicamos como gr(p). La divisién con resto entre dos poli-
nomios a y b la indicamos como

%‘%, a=bc+r gr(r) <gr(b)

es decir, a es el dividendo, b es el divisor, ¢ es el cociente y r el resto. El discriminante de un
polinomio cuadratico ax? + be + c es A = b — 4ac.

2. Desarrollo

Sea nuestra fraccién original p/¢". La regla bésica es la siguiente: haciendo la divisién entre

Py q, tenemos
P4 _
JW o p=getr, gr(r) <egr(g)

p cq+r T c
n qn qn qn—l

y por tanto

(=

Destacamos este resultado

P r c
proilri (1)

[

,
El sumando — estd ya desarrollado, puesto que gr(r) < gr(q), y la fraccién es idéntica

q qn—l
a la original ﬁn, salvo que el grado del cociente ¢ es menor que el grado del original p y que

el exponente del denominador es una unidad menos. Siguiendo la recurrencia, obtenemos la
descomposicién.
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Veamos un ejemplo. Descomponer en fracciones simples. El discriminate de

(22 + 2+ 1)3
22+ 2+ 1es A= -3, luego es irreducible. En fin
at|a* +a+1 z! x 2 —x
5 —— = +
x| - (2242 +1)3 (22+z+1)P3 (22 +2+1)?
Otra vez
-z |2®+a+1 - —2x —1 1
> = _|_
—2z —1| 1 (224+x+1)2  (22+2+1)2 224+z+1
luego
x? T 20 4+ 1 1

= — +
(2 +2x+1)3  (2+2+1)3 (P+z2+1)2 2242+1
que es la descomposicion pedida.
Observemos que la tnica dificultad del método reside en efectuar la divisién repetida entre p
y ¢, asi pues, en los casos que siguen, indicamos procedimientos para evitar hacer dicha division.
Distinguimos los siguientes

1. ¢(x) = ax + b, a,b € R, a # 0. Hacemos la sustituciéon y = ax (siempre que a # 1)
tanto en el numerador como en el denominador, y acto seguido, podemos aplicar la regla
de Ruffini para obtener los cocientes y restos, que junto con (1) da la descomposicién
seguida. Veamos un par de ejemplos.
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= Descomponer en fracciones simples. Tenemos:

(z+ 1)1
1 0 0 0 0 0
-1 11 -1 1 -
1 -1 1 -1 1
-1 -1 2 -3 4
1 2 3 -4
-1 -1 3 -6
1 -3 6 [-10
-1 -1 4
1 -4 [10]
luego, por (1) es
z° A 10 10 n 5 1
_— =7 — — J—
(x4 1)* r+1 (z+1)?2 (z4+1)2 (z+1)*
que es la descomposicion pedida.
3+ 2x —1 _ _
» Descomponer i1 en fracciones simples.
224+ 2x —1 (%)3+y—1 1 y*+8y—38
T T WE2 = e = o T
(22 +1) (y+1) 8 (y+1)

Por tanto



1 0 8 -8
-1 119
1 -1 9 |17
-1 12
1 -2 [11]
-1 -1
L
y de aqui
3
Lyesy-8 1 - om 3 T
8 (y+1) 8lly+1)2 (y+1)2 y+1
17 11 3 1
= — + +_

82z +1)3  8(2¢+1)2 8(2x+1) 8
2. q(z) =2*+a, a € R, a > 0. Tanto en el numerador como en el denominador hacemos la
sustitucién y = 2, pero en el numerador seguimos la siguiente regla:
a2j+1x2j“ + agijj = $2j(CL2j+1LL’ + agj) = yj (a2j+1x + agj)

con lo que nos queda un polinomio en ¥, cuyos coeficientes no son constantes, sino polino-
mios de grado 1 en x. Acto seguido, seguimos el procedimiento del caso primero. Veamos
unos ejemplos.

= Descomponer
'+ 525 — 2t 4+ 102 — 22 + T + 2

(2 +3)3

en fracciones simples.

Tenemos ;

" =iz
525 — 2t = ¢? (5 — 1)
102® — 2 = y(102 — 1)
con lo que la fraccién original queda como
v+ y*(5e — 1)+ y(10z — 1) + 7o + 2
(y+3)°

Ahora podemos aplicar la regla de Ruffini para obtener la descomposicién. Asi pues:

T S5r — 1 10x — 1 Tx+ 2

-3 —3z —6x+3 —122—6
T 20— 1 4z + 2 —bx —4

-3 —3z 3x + 3
T —r—1 Tr+5

-3 —3z
r |—4xr—1

y por tanto
vr+y?*(be—1)+y(10x — 1)+ T +2 Sr+4  Tr+5  4dr+1

+ —
(y+3)3 T W w+s? y+3
5z +4 Tr+5 4o +1

T @13 @13 213




que es la descomposicion que pretendiamos.

= Descomponer

x
@+ 1)
en fracciones simples.
Tenemos . )
= {e?=yh =
(z + 1) (y+1)*
En fin
x 0 0
-1 —x x
r -
-1 —x
r |—2x
y por tanto
y2x B x 2x n T B
(y+D* (y+1)' (y+1)° (y+1)?2
T 2x x

Tt @1 @t
3. El caso general
p(x)

(az? + be+ c)"
se complica mucho, y no vale la pena, en general, reducirlo al caso anterior. Es preferible
hacer las divisiones polinémicas. No obstante, indicamos la reduccion para que el lector
se dé cuenta de que el camino no es bueno. La sustitucién y = (az? + bx + ¢) = 2ax + b
es tal que

. neN, A=b—4dac<0

— %z +b .
pla) )T (1) (%)
(ax? + be + ¢)" T = y2a (y2+|A)"

con lo cual ya estamos en el caso anterior. Ahora bien, hay que desarrolar el numerador

—-b
D (y2_> y ordenarlo. Veamos un ejemplo.
a

23 —322 452+ 3

Desarrollar en fracciones simples

(2 +x+1)3
Directamente, tenemos
=32 +5x+3 |2t +x+1 :>373—3m2+5x+3: 8x + 7 N x—4
8r+7 | z—4 (2 + 24+ 1)3 (2 +2+1)3  (22+x+1)2
Simple y rapido. Ahora, por el método de mas arriba
P32 4 5r+3 |yT2Hl , P — 9y® + 35y — 3
R =3, yT_l = {calculos} = 8 - (71 3)° =

2(y—9)+ 35y — 3
(z+ 3)3

={y=2}=8

y, de aqui



y—9 35y—3

-3 —3y + 27
ly—9 [32y+2
luego, la tdltima fraccion es
32y + 24 y—9 s 4dy+3 y—9 9 9
:8. 8. = 3:4 1 =
e ] Y G Y e~ O e )
2 8r + 7 T x—4 _
B2 +r+1)3 222 +x+1)2
8r 47 x—4

B (a:2+x+1)3+(x2+a:—|—1)2

En definitiva, demasiados cédlculos para llegar a un resultado que puede obtenerse mucho
mas sencillamente por el primer camino.

Convencidos de que el caso general es, en general, inaplicable, seria conveniente disponer de
una regla sencilla para dividir un polinomio cualquiera por otro de grado 2, y ese es el objetivo
del siguiente apartado.

3. Algoritmo para dividir un polinomio por otro de gra-
do 2

Un polinomio con una indeterminada x se representard, bien de la forma habitual, o también,
como un vector de R"*!  siendo n el grado, donde la primera coordenada es el coeficiente del
mayor monomio, en concreto

~1 -2 _
apx" + a1 "+ agx" - F ap1r + a, = (ag, a1, a2, ..., A1, Q)

Por ejemplo:
52° — 22° + 5x — 3 = (5,—2,5,—3)
2’ + 5z +2 = (1,5,2)
El divisor d, de grado 2, para simplificar el algoritmo, serd ménico, es decir, su coeficiente lider

es 1, por tanto
d=2*>—ar —b=(1,—a,—b), a,b€R

En fin, dado el dividendo D = (ag, as,as,...,a, 1,a,) y el divisor d = (1, —a, —b), se trata
de calcular el cociente y el resto. No se entrega ninguna demostracién del algoritmo, ya que
es suficiente hacer la division habitual para comprender el porqué de la regla. Utilizamos las
siguientes recurrencias con sus correspondientes condiciones iniciales:

G =a;+b-pi_o, 1>2, qo=aog, 1 =
Pi=¢ +ta-pi_1, 1>1, pop=ag

(2)

En fin, organizamos los calculos partiendo de la siguiente tabla:

apg ay az ... Qp
Qn(b) ap ai
pn(a) | ag




La etiqueta g,(b) indica que los g, utilizan la variable b y p,(a) es para mostrar que los p,
utilizan la a.
En fin, en cada iteracion hemos de calcular dos nimeros, en primer lugar p; y después g¢s.
Asi, de (2) es
P1=q1+ apo, g2 = az + bpo

Después, obtendriamos ps v 3, etc. Después de todas las iteraciones el cociente es la fila p,, sin
el ultimo nimero y el resto es el par formado por el ultimo p, junto con el ultimo ¢,. Veamos
unos ejemplos.

1. D=4a* — 2> — 2> -3x —5,d=2> -2 -3 = a=1, b=23. Tenemos

4 -1 —1 -3 —5
»B) |4 -1 11 6 37
()[4 3 14 20

luego resto = (20, 37) = 20z + 37, cociente = (4,3, 14) = 4% + 3z + 14.
2. D=5x" — 28 — 20 + 523 — 42?2 +4, d=2>+3v+3 = a = -3, b= —3. Tenemos

5 -1 0 -2 5 -4 0 4
@(—3) |5 —1 —15 46 —94 155 —195 124
pa(—3) |5 —16 33 —53 65 —40 -75

luego resto = (—75,124) = —75z + 124, cociente = (5, —16, 33, —53,65, —40) = 5x° —
162* + 3323 — 5322 + 65z — 40.

3. D= 4254+ 225 +42* — 222 — 222 -2, d=2>—2+1=a =1, b= —1. Tenemos

—4 2 4 -2 -2 0 -2
Ww—D|—4 2 8 0 -8 -6 0
) |4 =2 6 6 -2 —8

luego resto = (—8,0) = —8z, cociente = (—4, —2,6,6, —2) = —4x* — 223 + 622 + 62 — 2.
4. D=a%—-32* =623+ 1522 =92+ 1, d=2> —4x +1 = a =4, b= —1. Tenemos

1 -3 =6 15 -9 1
W(—1)[1 =3 —7 14 —6 —1
@) |1T 1 —3 2 2

luego resto = (2, —1) = 2z — 1, cociente = (1,1, —3,2) = 2® + 2% — 3z + 2.

3.1. Dos casos particulares

» a =0. Por (2), es p; = ¢;, luego solo necesitamos calcular los ¢;. Veamos un ejemplo, sean
D=ad+2* —323+822-52+9,d=2>+4= a=0, b= —4. Tenemos

11-38 -5 9
(D1 1 =7 4 23 —7
p(0) [T 1 —7 4 23

luego resto = (23, —7) = 23z — 7, cociente = (1,1, —7,4) = 2® + 2> — Tx + 4.
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» b = 0. Por (2), es ¢; = a;, es decir, la primera y segunda filas son idénticas, luego solo
necesitamos calcular los p;. Veamos un ejemplo, sean D = x° + 2% — 322 + 822 — 5o + 9,
d=a2>+2=a=—1, b=0. Tenemos

0 [T 1 -3 8 —5 9
(1)1 0 —3 11 —16

luego resto = (—16,9) = —16x + 9, cociente = (1,0, —3,11) = 2° — 3z + 11.

3.2. Numeros de Fibonacci

Consideremos los nimeros de Fibonacci

{fn}nzo = {17 172?375787 s }7 fn+2 = fn+1 + fn7 n Z 0
y en lo que sigue el polinomio divisor es d = 2> —x —1 = (1,—1,—1) = a = b = 1. Entonces,
consideremos los dos siguientes casos:
a2t —1
» D=(1,1,....)=a" 42"+ 42+ +1= — es decir, a; =1, 0 < i < n.

En éste caso, los ¢; son los primeros niimeros de Fibonacci.

En efecto, las recurrencias (2) se convierten en:
G=1+pi2 122 gg=q=1
pi=4¢ +pi-1, 121, pp=1

En fin
Giro—1=pi=q¢i+pic1 = ¢+ qit1 — 1 = Qiyo = ¢it1 +

y como qo = q = 1 = ¢; = f;, Vi > 0, como pretendiamos. Ademas, p; = ¢;12 — 1 =
Jive — L.

» D = (1,0,...,0) = 2", es decir, ap = 1, a; = 0, Vi > 1. En éste caso, los p; son los
primeros nimeros de Fibonacci.

En efecto, las recurrencias (2) se convierten en:

i =Ppi—2, 122, gg=1, ¢ =0
Di=q +pic1, 12>1, pp=1

Asi, pr=q +po=0+1=1, es decir, po = p; = 1, y si i > 2, tenemos
Pi=qi t+Pi-1 =Piatpic1 = pi = fi

como pretendiamos.



3.3. Caso general

Si el divisor no es monico, es decir, del tipo d = az? + bz + ¢, a # 1, podemos reducirlo al
caso estudiado con la siguiente regla, sencilla de comprobar

plaz®+bx+a pla®+iar+¢

r] q | w

Entonces

q=— Tr=n
a

Veamos un ejemplo, sea D = z* — 323 + 522 — 7o +9, d = 22 + v + 1. Sea d’ :m2+§—l—% —
a=b= —%. Entonces

1 -3 5 -7 9
W(—1/2)[1 =3 9/2 —21/4 478
pu(—1/2) [1 —7/2 25/4 —67/8

luego
o (T 25 67 + 47
et —_ — —_— = ——X R
q1 9 4 ) 1 ] 3
y por tanto
22 Tx 25 67 47
q= 5 — o) r=——= S
2 4 8 8 8



