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Capitulo 1

Integrales generalizadas

1.1. Notaciones

El logaritmo neperiano de un nimero z, real o complejo sera escrito como log z. También
es habitual escribirlo como Inz, Ln z o Lz.
Dado un niimero real z, la parte entera de x (o suelo de z) es |z, y es el mayor entero < z.
Por ejemplo:
128 =2, |7] =3, |-2'7] =-3, |e] =2

Por propia definicién, tenemos que:

2] <z < |z) +1 (1.1)

y si n € Z, entonces:
lx+n|=|x]+n (1.2)

La funcién x — |z | es la parte decimal de x. Es habitual representarla como {x}. Segin (1.1),
resulta:

0<{a} <1 (1.3)

es decir {x} es una funcién acotada. También, {z} es una funcién periédica de periodo 1. En
efecto:

{z+1}=z+1—|z+1]={por (1.2)}=x+1—-|z|-1=2—|z] ={z}

Por otro lado, dados =,y € R, una expresion de la forma Z f(n) quiere decir:
z<n<y

> fn)

lz]+1<n<y)
Dado un ntumero real a # 0, se define:
a
signo(a) = —
lal
Es decir
. (a) —1, sia<O0
signo(a) =
& 1, sia>0
Como signo(0™) =1 y signo(0~) = —1, el nimero 0 no tiene signo.
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6 CAPITULO 1. INTEGRALES GENERALIZADAS

La expresién f(x)| _, es otra forma de indicar lim,_,, f(z). Ejemplos:

r=a

sen 1 —cosx 1

Las funciones seno y coseno hiperbdlico de un complejo z son

e —e’* e +e*

shz=———  chz=—"—
2 2

Es elemental que ch? z — sh? z = 1, sh es impar y ch par. Como
eiz _ e—iz eiz + 6—iz

seng = ————, COSz=—"—

2 2

resulta
sh(iz) =isenz, ch(iz) =cosz

La tangente hiperbdlica es
o shz e* -1
z = =
chz e**+1

Si z es un numero complejo, z = x + iy, con x,y € R, entonces = (resp. y) es la parte real
(resp. imaginaria) de z y se denotan como

1.2. Conceptos previos

Una funcién f : A C R — R definida en un conjunto abierto A se dice de clase 1 en A
cuando f es continua y derivable en A y la funcién derivada f’ es continua en A. Se notara como

fect(A).

1.2.1. Funciones equivalentes

Dos funciones f, g definidas en un entorno de un punto z, son equivalentes en x si

m 1) _
zvh—>nm10 g(.f(f) =1

Cuando esto ocurra, escribiremos f ~ ¢ cuando x — xg, 0 f ~ ¢ cuando x = xy, o incluso,
f ~ g en un entorno de x.

1.3. Definiciones

1.3.1. Funcion localmente integrable

Sea I un intervalo de Ry f: I — R 6 C una funcién real o compleja, f es localmente
integrable en I cuando f es integrable en todo intervalo cerrado J = [«, 5] C 1.
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1.3.2. Integral impropia o generalizada de f

Sea f una funcién localmente integrable en I. Distinguimos tres casos:

1. I =a,b],a € R, b < +0c0. Sea
:/f(t)dt, a<z<b

/ ’ F(t)dt = F(b™) = lim F(z)

r—b
x<b

:/bf(t)dt, a<z<b

b
/ f(t)dt = F(a™) = lim F(z)

r—a
r>a

Entonces, por definicion:

2. I =la,b], —oo < a, b € R. Sea

Entonces, por definicion:

3. I =]a,b[, —oo < a, b < +00. Sea ¢ €a, b[ arbitrario. Por definicién:

/f it [ i dt+/f

siempre y cuando las dos tltimas integrales existan. Cada una de ellas es del tipo 2 y 1
respectivamente. Debe resultar evidente que la definiciéon no depende de la eleccion de c.

1.4. Propiedades

1.4.1. Cambio de variable

Sea ¢ : I =]a, 8] — J =]a,b| una funcién biyectiva, ¢ € C'(I), y sea f una funcién
vectorial continua en J. Para que la integral de f sobre J sea convergente, es necesario y
suficiente que la integral de (f o @)y’ lo sea, y:

b 6
/ f() de = / Flolt)) - /(t) dt (1.4)

La férmula (1.4) expresa que si una de las integrales existe, la otra también y ambas son
iguales. Por consiguiente, si una integral es impropia y mediante un cambio de variable adecuado
(x = p(t) en (1.4)), se transforma en otra no impropia, queda demostrada la convergencia de
la primera.

A nivel préctico, en estos apuntes, un cambio de variable x = ¢(t), se escribird como:

b 8
/ f(2)de = {x = p(t)} = / Flolt)) - /(1) dt

La justificacién de todos los pasos intermedios (simplificaciones y demés) del segundo al tercer
miembro corren a cargo del lector.
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1.4.2. Integracion por partes

Sean I =la,b[; f,g: I — R 6 C; f,g € C* (I). Entonces:

b b
/f(x)g'(ff)dxz[f(x)g(x)]fi—/ f'(@)g(x) da (1.5)

entendiendo por:

[f(@)g(@)], = lim f(z)g(z) — lm_f(z)g(x) (1.6)

z—b— r—a™t

Asi pues, (1.5) expresa que para que exista una cualquiera de las integrales debe existir la otra
y los limites (1.6).
A nivel practico, en estos apuntes, una integraciéon por partes, se escribird como:

)
b — ... b
[ty = {007 el - [t do
)

siendo h(x) = f(x)g¢'(z). Las funciones f y ¢ incluidas dentro del corchete no tienen relacién
alguna con cualesquiera otras funciones f, g que pudieran estar definidas en el mismo problema,
en otras palabras, son locales a los corchetes.

1.5. Criterios de convergencia

1.5.1. Criterio de acotacion

Sea f: I = [a,b] — R, localmente integrable en I y sea F(z) = [ f(t) dt. Entonces:

b
/ f(t) dt converge <= F estd acotada en [

es decir, existe M > 0 tal que F(z) < M, para todo x € I.

1.5.2. Criterio de la funcién dominante

Sean f,g : I = [a,b] — R™, localmente integrables en [ y f(t) < ¢(t), para todo t € I.
Entonces:

= Si fabg(t) dt converge, ff f(t) dt también.

s Si fab f(t)dt diverge, fabg(t) dt también.

1.5.3. Convergencia absoluta y semiconvergencia

Diremos que fab f(t) dt converge absolutamente, cuando fab | f(t)|dt converge. Si f; f(t)dt
converge absolutamente, entonces f; f(t)dt converge. El reciproco es falso, es decir, puede

ocurrir que fab f(t)dt converja, mientras que fab | f(t)|dt diverja. En este caso se dice que fab f(t)dt
es semiconvergente o condicionalmente convergente.
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1.5.4. Criterio de equivalencia

Sean f,g : I =[a,b] — RT, localmente integrables en I y equivalentes cuando x — b.
Entonces fab f(t)dty ff g(t) dt tienen el mismo cardcter, es decir, ambas con convergentes o
divergentes.

Este criterio tiene como consecuencia que se puede aplicar toda la teoria de los desarrollos
asinto6ticos (limitados) al estudio de la convergencia de una integral, sustituyendo la funcién f
por su parte principal, de la cual se supone conocido su comportamiento.

1.5.5. Criterio I de comparacién

Sean g : I = [a,b] — R, estrictamente positiva y localmente integrable en I, y sea f :
I — R 6 C, localmente integrable en I, tal que existe

lim f(t) =k

t—b g(t)

Entonces:
= Si fab g(t) dt converge, entonces f; f(t) dt es absolutamente convergente.

»m Sik#0y ffg(t) dt diverge, entonces ff f(t)dt diverge.

Tomando como funcién de comparacién f(t) = t%, a € R, obtenemos los siguientes criterios

en los puntos * = a y © = 4o00.

1.5.6. Criterio II de comparacién

Sea f: I =]a,b] — R 6 C, localmente integrable en I, tal que el limite

kE=1lm(t —a)*f(t) existe.

t—a

Entonces:

= Si a < 1, la integral fab f(t) dt es absolutamente convergente en a.

m Sia>1yk#0, laintegral fab f(t) dt es divergente en a.

1.5.7. Criterio III de comparacion

Sea f: I =[a,+00] — R 6 C, localmente integrable en I, tal que el limite

k= lim t*f(t) existe.

t——+4o0
Entonces:

= Si o > 1, la integral f;oo f(t) dt es absolutamente convergente en +00.

» Sia<1yk+#0,laintegral f:oo f(t) dt es divergente en +o0.
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1.5.8. Criterio IV de comparacién

Consideremos funciones del siguiente tipo:
f(z) = e 2 (log z)** (loglog 2)** . . . (log log ) log x)%+1

v>0;¢c,0; €ER, I = f:oo f(x)dzx, con a > 0. Entonces:

1. Si el factor e®’ aparece, es decir, si ¢ # 0, entonces: si ¢ < 0, I converge en +00; y si
c > 0, diverge.

2. Si ¢ = 0, es decir, el factor e’ no aparece, entonces observamos a;, y entonces: si
a1 < —1, I converge en +00; y si a; > —1, diverge.

Si a; = —1, pasamos al siguiente punto.

3. Observamos «y, y entonces: si ay < —1, I converge en +00; y si ag > —1, diverge.

Si ap, = —1, volvemos al comienzo de este mismo punto cambiando «ay por ag, y asi suce-
sivamente.

1.5.9. Regla de Abel

Sea f : I = [a,+00] — RT, decreciente y tal que lim,_, ., f(z) =0.Seag: I — R 6 C,
localmente integrable en I y tal que G(z) = |[ g(t)dt| esté acotada superiormente en I.
Entonces, la integral f;oo f(t)g(t) dt es convergente.

Corolario

Sea f : I = [a,+0o[ — R, decreciente y tal que lim,_ ., f(x) = 0. Entonces f:oo e f(t) dt
es convergente para todo A € R, A # 0. Como consecuencia, f;oo cos(At) f(t) dt converge para
todo NeR, A#£0y f;oo sen(At) f(t) dt converge para todo A € R.

1.6. Apéndices

1.6.1. Formula de sumacion de Euler

Teorema 1.1 Sea f € C' ([y,x]), con 0 <y < z, entonces:

> = | oL / D@ - (o ) f@ + - ) f) ()
0 utz’lizan_do la parte decimal:

S fn) = / Cf(tyde + / 1 P e+ ) ) — (o) £ (@) (18)

y<n<z

1.6.2. Funcion I' de Euler

Definicién
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Propiedades

SiseR, s>0=1(s)>0.

Para todo z € C, se tiene la prolongacién a todo el plano:

1 o0
m = zeV? H (1 + %) e#/m, (férmula de Weierstrass) (1.9)

n=1

1 1
siendo v = lim,,_,o(H, — logn), (constante de Euler), H, = 1+ 3 + -+ —, (n-ésima
n
suma parcial de la serie armonica).

[ es una funcién meromorfa en C, con los puntos z = —n (n € N) como polos simples.
Verifica la ecuacién funcional:
I'(z+1)=2I(2) (1.10)

y y por tanto, para todo entero n > 0, tenemos I' (n 4+ 1) = n!. Por esta razén, muchas
veces se escribe z! en lugar de I' (z + 1).

La funcién I' como limite. Tenemos:

n

(s) = lim (1 - %)"xs—l dr, R(s) >0 (1.11)
n—oo 0
n!n®
I'(s)=1 Eul 1.12
(s) n1—>nc}os(s—l—l)(s+2)---(s+n)7 (Euler) (1.12)
Férmula de los complementos (Euler):
1 1
Vs € C—= ———=—— = —senms (1.13)

Fs)'(l—s)

Formula de Legendre-Gauss: para todo entero p > 1:

r (5) r <Z i 1) T (M) = (2m)"T pET (2) (1.14)

p b b

Varias férmulas:

too 1 1
/ tae_CtﬁdtzﬁaHF(a; ), a>—-1,>0,¢c>0 (1.15)
0 c B
oo 1
/ et dt:F<1+;), x>0 (1.16)
0
1
r <§) — /T (1.17)
1 2n—1\/m  (2n)\/7
r <n v 5) - - = (1.18)

+00
/ et = YT (1.19)
; >
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= Algunos desarrollos asintoticos:

['(x) ~V 272" 2¢™",  cuando ¥ — +00, (Stirling) (1.20)
V2
ala+1)---(a+n)~ f;;n"“”r%e_”, cuando n — 00 (1.21)
r
(n+a) ~n® cuando n — oo (1.22)
I'(n)
)
r(x+1)...(x +n)~ F(:c) cuando n — oo (1.23)
1.6.3. Funcién B de Euler
Definicién
1
B(z,y) = / "M 1=ty tdt, xz,y >0 (1.24)
0
Propiedades

= B es simétrica, es decir, B (z,y) = B (y, x).

= Expresion como integral trigonométrica:

s

2
B(z,y) = 2/ sen**"t@cos® 1 Odl, z,y>0 (1.25)
0
= Relacién con I' (Euler):
I'(2)T (y)
= — >0 1.26
B (z,y) Tary “Y (1.26)
= Varias férmulas:
x
t1,y) = , 1.27
B(z+1,y) x+yB(£Ey) (1.27)
x n!
1) = = 1.28
B(z,n+1) x+nB<x’n) z(x+1)...(x+n) (1.28)

Efectuando el cambio de variable u = & en (1.24), resulta:

B(z,y) = /Om(“xi_ldu (1.29)

1+ u)*ty

Si esta ultima integral la descomponemos como:

1 z—1 +o0 r—1
u u
————du + —
/0 T+ ap ™ / (Tt )t

y en la segunda hacemos el cambio de variable u = %, obtenemos:

1tx—1+ty—1
= | ——_at 1.30
Bl = [ (1.30)
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1.6.4. Constante de Catalan G

Por definicion:

G /1 arctgxdm
0

T
Ahora bien:
/ 1 = = rntl
(arctgz) = i ;(—1)";);2" = arctgr = ;(—1)"2n 1
arctg x ~ 2"
luego = ano(—l)”m, y por tanto:

1 oo
t —U”
- /0 arcxgl' di — E: ﬁ, (expresion de G en serie infinita)

n=0

Por otro lado:

sen 2z u

i 1 [tarct 1
/ ’ d:c:{x:arctgu}:—/ WY = -a
0 2 Jo 2

luego

™

1T
G = 2/ dz
o sen2x

Si en esta ultima integral hacemos el cambio de variable ¢t = 2z, resulta:

También
( f(t) =logt )
1
/
: ! gt =777
logt 2
/4logtgxdx:{t:tgx}:/ o8 5 dt = 141 =
0 o 1L+t g(t) = arctgt
1
/ - —
CCEE
Varctgt
:[arctgt~logt]é—/ arctg = -G
0

ya que la expresion entre corchetes vale 0. Luego:

i U log x
G=-— logtgxrdr = — d
/0 ogtg x dx /0 T

13

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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1.7. Problemas

Problema 1.1 Sea n entero, n > 2. Calcular:

In:/m dz
0 1+SL‘"

Efectuando el cambio de variable ¢t = z™, obtenemos:

1 [roo /-1 1 1 1 1 1 1
/ ! dt = {por (1.29)}:—B<—,1——>:—F <—)F<1——):
0 n n n n n n

L=~
n 1+1¢
. 1 w/n
= {por la férmula de los complementos (1.13)} = — =
nsen (T)  sen(m/n)
En definitiva: .
/ L U (1.36)
o l4+az" sen(m/n)

Problema 1.2 Estudiar la convergencia y calcular el valor de la integral:

—+oco
In:/ N
0 (1'2“—].)”

Determinar una relacién de recurrencia para el calculo de la integral.

Suponemos n > 1 (si n = 0, la integral es divergente). Tenemos:
2

too 1 2 _ 2 +o0
In:/ udm:[n_l_/ T
0 (24 1) 0 (24 1)n

Utilizando la integracion por partes en esta ultima:

( flx) =2
() =
/+oo 1‘2 dl’ B 9 (1'2 + 1)n _
0 (24 1) N _ 1 1 -
9@) = s T
| fi(z) =1 )
1 x o N 1 /+°° dz
o 2n—=1) [(@2+ ), 2(n—1)Jy (224 1)n!
y como el término entre corchetes vale 0, resulta I, = I, | — mln_l, o bien
2n — 3
= (1.37)

T 2n—1)7"
Esta es la féormula recurrente. El punto terminal es:

I :/0 PO [arctgm]o =3
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Reiterando (1.37), llegamos a:
(2n —3)(2n —5)--- (2n — 2k — 1)

I, = I,
2 —1)(n—2)--(n—k) g
y tomando k = n — 1, obtenemos finalmente:
(2n — 3!
I, = ——FF+—1 1.38
2n=1(p — 1) ! (1.38)
y como
(2n — 2)!
2n -3 = ————
(2n =3 = 5
sustituyendo en (1.38):
(2n — 2)! s T (2n—2
I = T__T L n>1 1.39
222 — 1)l (n—112 2-i\pn-1) " (1.39)

Veamos una segunda forma:

+00 1 [t —-1/2
I, = / (ditn = {t=u'/?} = / Y = {por (1.29)} =
0 0

1+ 12) 2 (14 u)n (1.40)
Lol N _1TEMe—s) VA L] |
—53(5’”‘5)—5 (=11 2m—1) ("‘5)

En (1.14) tomamos z = 2n — 1, p = 2, para obtener:

r (n — %) I (n) = (2m)'/223272" (2n — 1)

y como I'(n) = (n — 1), I'(2n — 1) = (2n — 2)!, resulta:

P( 1)  @n-2F

"T2) T -2

Sustituyendo en (1.40), obtenemos otra vez (1.39).
El valor I' (n — %) puede deducirse también de otra forma. En (1.10) tomamos z = n — %,
y asi:

1 2 1 2 ()T (2n—2)/7
s <n N 5) o1 <n+ 5) = o (LI8)} = o ™ = 2520 — 1)

Problema 1.3 Para cada una de las siguientes integrales, estudiar la convergencia y calcular
el valor de la integral:

W [T a5t 0 [ @ [ nen

En cada una de las anteriores, determinar una relacion de recurrencia para el calculo de la

integral.
T zlogx toq
d o= —el/7d
W [ SR dn © [ el
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1. Sea a, = 0+°° (Ifﬁ. Suponemos n > 1 (si n = 0, la integral es divergente). Tenemos:
+oo 1 3 _ .3 +oo 3
an:/ udz:an_l_/ T
0 (34 1) o (341
Utilizando la integracion por partes en esta tltima:
( flz) == )
2
x
/ —
/+°° ?dr g(x>_(x3+1)” _
w341 1 1 B
0 ( ) g(ﬂ?) - - 3 1
3(n—1)(z3+1)"
( fl(z) =1 J

e, e, e

y como el término entre corchetes vale 0, resulta a, = a,,_1 — ﬁan_l, o bien
3n—4
Ay = ————— Qp— 1.41
3(n—1) " (1.41)

Esta es la férmula recurrente. El punto terminal es:

T dr /3 273
a —/O e {por (1.36), n =3} = on(n/3) ~ 9

Reiterando (1.41), llegamos a:

_ (Bn—=4)Bn—T7)---(3n — 3k —1)
T T —Dm—-2)--(n—k) "

y tomando k = n — 1, obtenemos finalmente:

(3n — 4)II!

. — B 271/3
" 3n=H(n —1)! N

9

ap, paran >1, a

2. Sea b, = 0+°° —2dz__ Suponemos n > 1 (si n = 0, la integral es divergente). Tenemos:

(m3+1)"
+oo 4 _ 4 +00 4
bn:/ wdz:bn_l_/ LA
0 (z% +1)" o (+1)
Utilizando la integracion por partes en esta tltima:
((f(z) =2’ )
)= -
[ R )
o (@3 +1)n 1 1 -
9(x) = 3(n—1) (x3 + 1)1
( f(z) =22 J
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y como el término entre corchetes vale 0, resulta b, = b,,_1 — ﬁbn_l, o bien
3n—5
b, = ———0b,_
3(n—1) "

Esta es la féormula recurrente. El punto terminal es:

T rdx 1 too qt 2mV3
pumy _— Elip— pu— = ]_‘ = =
by /0 o { t} /0 {por (1.36), n = 3}

x B+1 9

Reiterando (1.42), llegamos a:

~ (Bn—5)M 213
bn—mbl, paran>1, bl— 9
3. Sea ¢, = 0+°° (ﬂc“d%)”' Suponemos n > 1 (si n = 0, la integral es divergente). Tenemos:
+00 1 4 _ 4 400 4
cn:/ udx:cn_l_/ T
0 (ZLA + 1)” 0 (ZLA + 1)”
Utilizando la integracion por partes en esta tltima:
((flz) == )
3
Jz)=—2
/+°° 2t dx B (xt+1)" B 1 /+°° dx
RCESE N L (T G
I =" 1) (@ + 1)t
\ f/(l’) =1 V
Es decir, ¢, = ¢,,—1 — mcn_l, o bien
dn — 5
Cp=——"-0Cp_
An—1) "

Esta es la féormula recurrente. El punto terminal es:

. /+°° dz /4 ™2
1 pum—
0

sl {por (1.36), n =4} = sen(7/4) T4

Y finalmente:
(4n — 5)NMN

_ _ ™2
T i — 1) -

c1, paran >1, ¢ 1

xlogx

4. Sea f(l’) = m,

+oo

400 1
I:/O f(a:)dxz/o f(z)dz + 1 (x)dx =1, + I,

siendo I; (resp. I3) la primera (resp. segunda) integral.

17

(1.42)
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I, es impropia en z = 0. Como f(z) ~ zlogx cuando x — 0" y
xli)rgl+ flz) = xlirg1+ zlogx =0

el criterio Il de comparacién se cumple para a = 0, luego I; es convergente.

4

I, es impropia en = +00. Como (2% + 1)? ~ z* cuando x — +00, entonces:

fx) ~

el criterio IV de comparacién se cumple para oy = —3 < —1, luego I, es convergente para
el limite de integraciéon +oo. Por ultimo:

T rlnz 1 L 4Int
I = — —dr=<Kt=—) = — ——dt= -1
2 / @+12 " { } /o<1+t2>2 :

luego I = 0.
400 1 1 1
/ _261/mdx:{t:—}:/etdt:e—1
1 Z Z 0

Problema 1.4 Sean a < b reales y n € N. Estudiar la convergencia y calcular la integral:

b " dx
I(a,b,n) = 4
( ) /a \/(x—a)(b—z) (1.43)

Lo vamos a hacer de tres maneras:

1 1
TOeT _ 087 cuando ©z — 400

)
zd 3

1. La forma general de una tranformacién afin ¢ : |a, [ — ]c, d] es:

_ (d=c)r +bc—ad
gO(.Z’)— b_a

Luego para transformar Ja, b en ]0, 1] aplicamos el cambio ¢t = $=2. Asi:
1
I(a,b,n) = / [a+t(b—a)]"t7/2(1 — )"/ at
0

Utilizando el desarrollo del binomio [a + (b — a)]" = Y"1_; (1)t*(b — a)*a"*, resulta:

“/n ! " /n 11
I(a,b,n) = b—a ka"_k/ 21—Vt = ( ) b—a)a" " B <k+ —,—)
@b =32 (3) eyt [[eran a3 (1 e-a L
(1.44)
Antes de seguir necesitamos el siguiente resultado:
11 L'(k+3)T(3)
E+=,-) = 1.26)} = 2 2/ — 1.17), (1.18)} =
B (k53 ) = (por (120)) = 2 = fpor (119), (1.8)
(2k)\/7 (145)
_ g VT m (2
Tk 2%\ k

Utilizando (1.45) y sustituyendo en (1.44), obtenemos:

=3 (1) (4 (15 o o
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b—a

5" cost, resulta:

T b b— "
I(a,b,n) :/ (a+ + acost) dt
. 2 2

Observemos como la integral ha dejado de ser impropia. Ademaés:

’f t t\" 2 n
I(a,b,n) = / (a sen’ 3 + bcos? 5) dt = {t =2s} = 2/ (asen®s + beos®s)" ds
0 0

= {desarrollo del binomio} = 2 Z <Z) atpnr / " sen? £ cos? 2 ¢ gt —
k=0 0
~ (1 ek 1 1
_ b k= n—k+-=
; <k)a B ( +on—k+ )

2. Efectuando el cambio de variable x = “;b +

(1.47)

2
(1.48)
Ahora bien:
1 1\  D(k+3)TC(n—k+3)

B<k+§,n—k+§)—{por(1.26)}— NCES)
B _ (2k)!(2n —2k)!m
= tpor (L18)} = =B

Sustituyendo en (1.48) y simplificando:

3

T o= (2n —2k\ (2k
I _ kpn—Fk 1.4
(a,b,n) yr k:(](n_k)<k)ab (1.49)

3. Seguimos el razonamiento a partir de (1.47). Efectuando el cambio de variable z = ¢ — 7,
obtenemos:

I(a,b,n)=/2 (a;—b—b;asenx) dzr =

s
2
n

kzo(—l)k <Z) (b;a)k (a—;b)"‘k /_” e

n
2

k n—k ™
n) (b—a) (a+b) /2 X
sen” x dx
kk=0 k 2 2 0

Si hacemos k = 2m y volvemos a sustituir la m por la k, resulta:

n\ (b—a\* fa+b\"">* [>
I(a,b,n) =2 Z ( )( ) ( ) / sen?* o dr =
oz 2k \ 72 2 ;
1 (n) 2k —2k 11
= (b—a)®(a+b)""“"Blk+ =, =
2 o=, 2k

3) = foor (L43)} -
) ;_n 0<k<2 GZ) (2:) %(b ot o

formula mucho mas interesante que las anteriores, ya que el rango de recorrido de k es la
mitad que el de las expresiones anteriores.

N

Il
[\
/I\
—_
S—
>
N
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Problema 1.5 Sea n € N. Estudiar la convergencia y calcular el valor de la integral:

1
1—
[n:/ "/ xdx
-1 1"‘1’

Efectuando el cambio de variable x = cost, resulta:

In:/ (1—cost)cos"tdt:/ (cos™t — cos"*'t) dt (1.50)
0 0
Utilizando la expresion:
T 1 1 1
/senmmcos”md:c:—[1+(—1)”}B(ﬂ,njL ) (1.51)
. 2 2 2
resulta: . ) . . ) .
n+ n -+
I,==[1+(=1)" - — [T+ (=1)"*! =, — 1.52
B (5 ) - S o (3 25) s

Si n es par, n = 2k, (1.52) se convierte en:

1 1 T 2k
I, =B (5,145—1— 5) = {por (1.45)} = ﬁ(l{;)

Ademas, si k> 1:
1

1
Iyy_1=—-B <§,k + 5) = D1 = —1Iy

Si sustituimos k por k + 1, es:

T [(2k+2 T 2k+2[(2k+1 T [(2k+1
Izk+1=—fz(k+1):—m Ea1) T 9 hq L = T 92kl L

En definitiva:
T 2k T 2k+1
Iy, = AWNE Iopir = “omri\

Las dos se pueden reunir en la siguiente:

b ()

Problema 1.6 Dado a € R. Estudiar la convergencia y calcular el valor de la integral:

! dx
Io) = /0 V(I —2)(1 + az)

Sea J =1[0,1[. Como 0 <x < 1= 0<1—2x <1, luego el factor 1 — x siempre es positivo, y
para que la integral tenga sentido ha de ser 1 + ax > 0, es decir:

axr > —1 (1.53)

Si a > 0 se cumple (1.53), para todo x € J. Si —1 < a < 0, como 0 < x < 1, multiplicando
esta desigualdad por a:
0>ar>a>-1
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luego se cumple (1.53). Sin embargo, si a < —1, sea 3 = —i. Entonces es 0 < 3 < 1. Si
escribimos:

1+ax:a<x+l> Z—E(:)s—ﬁ)
a

p
y la integral I(«) no tiene sentido cuando = €]3,1[ ya que 1 + ax < 0. En fin, después de
esto queda claro que ha de ser o« > —1. Ahora bien, si a = —1, resulta:

/1 dx
0o 1l—x
que no existe. En conclusion, @ > —1. Distinguimos dos casos:

» —1 < o < 0. Para no incomodarnos con los nimeros negativos, sea A = —a = |a| =
0 < A < 1. Utilizando la identidad:
(2ax + b)? — A
4a

ar® +bxr 4 c = , A =0b—4dac (1.54)

efectuamos el cambio de variable:
1+ A+ (1= N\t
- 2\
con lo cual, después de operaciones y simplificaciones:

i) = L (M) _

1t dt
fle)= ﬁ/_H N
 2argth(V/A)
TTA

Recordemos que argth z = %log (E) Volviendo a nuestro parametro original «:

I(a) = 2 argth(\/W)
Viel

Tomando limites cuando o — 0 en la igualdad anterior, resulta I(0) = 2.

1l
ﬁ(’g( VSR GV

—1l<a<0

= Supongamos ahora o > 0. Utilizando (1.54) efectuamos el cambio de variable:

a—1+(a+ 1)t
2c
con lo cual, después de operaciones y simplificaciones:

1) 1 /1 dt 1 -«
a) = —— = —= arccos

Va Lo /1 —12 Va 1+«
Si llamamos A = arc cos (ijr—g), mediante transformaciones trigonométricas elementales,
resulta:

a= tgzg = \ = 2arctg(va)

y, por consiguiente:

I{a) = 2 arc%\/&)

También es limaﬁg I(a) =2.
a>
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En conclusion:

2 argth(+/]al)

Ie) = 2 arc\t/g@@

Ja

si —1<a<0

sia>0

Problema 1.7 Calcular

s

/4 sen’(2z) logtg = dx
0

Sea I el valor de la integral anterior. Integrando por partes:

( f(z) =logtgz )

[ _E_senélx _ E_senéla? log tg z 4_/Z z_sen4x 2 dr
g(x)—Q 3 2 8 0 0 2 8 sen 2x

2
!
\ Jla) = sen 2x J
Como £ — sz ~, % (x = 0) ylogtgz ~logz (x — 0%),
4 4
Jog (5= 5 ostee =  Jig, s =0
luego

1 [7sendx iz
I =- dx —
4 J, sen2x o sen2x

La primera es inmediata. En efecto:

1 [7 sendx 1 [T 2sen 2z cos2x 1 s 1
- de = - ——————dx = -[sen2zx]] ==
4 J, sen2x 4 /o sen 2x 4 4

y la segunda, utilizando (1.33) es %, luego

G
I = —
2

Problema 1.8 Calcular

(0] X
1 V11— 22 & 11—z

Sea [ el valor de la integral anterior. El integrando es una funcién par. Utilizando la integracion

por partes:
( 1+ )
o) =tog (115)

1—=x

1.3

N A 1+a B g/(x):ﬁ =
1—2/0 10%( )dx— e+ D@ - D@ +2)
A R e
Fla) = —

\ 1—!13'2 J

:g{(xH)(x—1><x2+2)log<1+x)}:+§/01%dz
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La expresion entre corchetes vale 0. Ademas, para k € Z, k > 0, es:

L 42 ) 1 [t uk—% 1 [t 1 )
dt = =t = — du = — “2(1 —wu) 2du=
/0 sisg ==t /0 T—u 2/0 Wl du
1 11 T (2k
:§B(k‘—|—2 2)—{por(145)} 22k+1(k‘)

es decir: ) .
t2 T (2k
dt = —— > .
/Omt 22k+1<k)’ k>0 (1.55)
Luego:
m (0
/ 1_x2dx:{por (1.55), k —0}—7<0):7r
o= 1.55), k =1} = =
ey e = {por (L35), k=1) = ]
luego

Problema 1.9 Calcular

1 4
x
/ dx
(22 +1)v1 —a?

Sea I el valor de la integral anterior. El integrando es una funcién par. Por divisién polinémica
es

4 1 2 1
A S S :1:2[/ x_ldx+/ ! da
22+ 1 241 0o V1—212 o (224 1)v1—2?
Ahora bien:
/1 vl d /1\/1 2dr = {x = Vt} 1/1t‘1/2(1 )12 dt
r=— —z¢dr =T = = —— — =
0o V1— 22 0 2 Jo
B 1B 13\ o«
2 2°2) 4

[t e e [T oy
:/0+°° duQZ{UZﬁtgt}:g/O%dtzﬂTﬂ

u? +

Agrupando:

(V2 —1)
2

I =

Problema 1.10 Calcular:

2 dx
J =
J +/@ - DA-)
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Efectuando el cambio de variable 22 = %, obtenemos:
du

1 1
J==
i, V-9 a-w

Esta integral es la del problema (1.4), expresién (1.43), en concreto (a = i, b=1,n=0),es

decir: . .
J=-11-,1,0
. (4, | )

J=

Utilizando (1.46), resulta

s
4

1 _ 2
[:/de
0

Problema 1.11 Sea
22
1. Estudiar la convergencia de esta integral.

" log(1 — t?)

o dt.

2. Para todo z €]0, 1], calcular f(z) = /
0

3. Deducir el valor de I.

Sea g(z) = M.

22

1. I es impropia en 0 y en 1. Como log(1 — 2?) ~ —2?, cuando = — 0, entonces:

, log(l—=?) . -2
i g(e) = lim == =l = =1
y el criterio II de comparacion se cumple para o = 0, luego I converge para el limite de
integracion 0.
Cuando = — 1, es g(x) ~ log(1 — x). Busquemos a € R tal que exista
lim (1 —2)%(z) = linla (1—2)%log(l—z)={y=1—2a}= lirél+ y*logy

- rx—1— y—

z—1

Si a > 0, el ultimo limite es 0, luego el criterio II de comparacién se cumple para cualquier
a € R tal que 0 < o < 1, y por consiguiente, I converge para el limite de integraciéon 1.

2. Integrando por partes:

( f(t) =log(1 —t?)
g0 =
_[Tlog(1—¢%) t2 o {log(l—tz)r_ T2
ﬂ@_é A g®:_% N bty Al—ﬁﬁ
R

log(1 — 2 2 1+t
Como lim % =0y /m dt = log <1—i—t)’ resulta:

t—0
fa) = _log(lx— x?) log (1 — x)

1+
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3. Desarrollando f:

-1 1
’ log(l—x)—x_l_

log(1+x) = f(17) = —2log2+ lim (x — 1) log(1 — z)

r—1~

lim (x —1)log(l —2z)={y=1—2} = — lirg+ylogy:0
y—>

r—1~

resulta finalmente:
I=f(1")=—-2log2

Problema 1.12 Sean

jus

I:/2 logsen z dz, J:/2 log cos x dx
0 0

s

1. Estudiar la convergencia de ambas integrales.

I+J
2. Probar que [ = J = %

3. Deducir el valor de I y J.

Como logsenz ~ log x cuando z — 0T, sea a € R, a > 0, entonces:

lim z%logsenz = lim x“logx =0
z—0+ z—0+

luego cualquier 0 < a < 1 es bueno para probar la convergencia de [ en x = 0. En el
punto x = § no es impropia, luego I es convergente. Sea f(r) = Incosz, x € }—%, 5 [ Como
f(=z) = f(x), f es par en ese intervalo, y por tanto:

3 0 T 3
J:/ lncosxdx:/ lncosxdx:{t:x+§}:/ Insentdt =1
0 i3 0

luego J también converge y J = I. Finalmente:

3 x T 3
2J:/ logcosxd:ﬁ:{u:i%—z}: / log sen 2u du =
_ 0

s
2

s s

:2/2 log(2senucosu)du:2/2(log2+logsenu+logcosu) du =
0 0

=rlog2+4J = J=—

Problema 1.13 Estudiar la existencia de cada una de las integrales siguientes:

oo (o 1/n _ xl/n /2 19 oo o
(a) /0 (z+1) de, (n,peN); (b) /0 (tg2)" (o) /0 s

;L'l/p

n_gl/n . .
1. Sea I = 0+°O f(z)dx, con f(z) = (x+1);/p o , I es impropia tanto en 0 como en +oo.

Cuando x — 0, f(x) ~ ﬁ, luego I converge para z = 0 cuando % < 1, es decir, p > 1.
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Al ser (x + 1)Y/" — gl/n = gl/n [(1 + 1)1/n — 1}, resulta

1 1/n
(1+5) - 1]
T

Six — 400, es (1 + %)Un -1~ % En efecto:

/n 1
1 L
_ {h: 3} :nlimW — ng'(0)

1_1

fla)=an7

h—0

donde g(z) = (14 z)"/". Luego ¢'(z) = 1(1 4+ 2)V/"' = ¢'(0) = 1, es decir ng/(0) = 1.

En definitiva:

R
f(z) ~ =27 ', cuando & — +o0
n

1 1 .
Luego para que I converga en x = +oo ha de ser st+1l-5>10 lo que es lo mismo
n > p. En conclusion:

I converge <—=n>p>1

2. Sea J = fOW/Q f(z)dx, con f(x) = \/tgz; J es impropia solo en = 7. Tenemos que:

™

ewndo = ()
cuando & — (5

D=

o (5]

En efecto:

(g_x>l/2f(x)= Hm<g—a:>1/2\/m_ / M

lim

()

t1/2 t
:{t:f—x}:h’m = lm 4/ =1

t—0+ y/sent  t—0+ V sent

luego J es convergente. Podemos también averiguar su valor. En efecto, con el cambio de
variable u? = tg x, obtenemos:

oo 12 duy 1 [t -1 1 /31
J =2 =y = dt = = i
/0 Trad =) 2/0 11 2B<4’4>

_Ir@TE 1 ox w2

2 I'(1) 2senZ 2

W~

3. Mediante el cambio de variable x = t2:

400 et /+oo ) \/7_1'
dx =2 e dt = {por (1.19)} =2~ = /7
| Sz {por (119)} = 2%
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Problema 1.14 Hallar los momentos de la distribucién normal. En concreto, sean pu, o €

R, o0 > 0, nimeros dados y sea
1 _@w?

e 202
2w

la funcion de densidad. Los momentos de una distribucion continua estan definidos como

fx) =~

+00
ozT:/ " f(x)dx, reN

[e.9]

En principio, los parametros p y ¢ no significan nada. En fin:

+oo +oo G x—u}
= "f(z)dx = dr=<1t= =
“ /—oo (@) a\/27r/ { oV 2
1 oo r
= ﬁ/_m (,u—l—a\@t) e " dt

Utilizando el desarrollo del binomio:

(n+ov2t) = (Z) ook =k
0

k=

resulta:

+00
kk/2rk/ k_—t2
o = 2 the™" dt
\/_Z<) _oo

Si k es impar, la funcién tFe~* es impar, vy por tanto, la integral correspondiente es 0. Y si
—t2 . .
k es par, t*e" es par, con lo cual, la expresién anterior queda como:

“+00

kk/2rk/ k_—t2

o = E 2 tYe”" dt
\/_ () 0

k par

Utilizando (1.15), f0+°° the=t* dt = il (&), v por consiguiente:

k=0
k par
1 L 1
- 2m2m 7‘—2mr - — 1.18 —
\/7_?,;]<2m>0 I m+ 5 | = {por (1.18)}
r/2
— L r 2m2m r—2m (2m)‘\/7 —
VT A= \2m S 22mpp)
T/2 o r/2
_ ﬂ r r—2m (zm) _ r r—m ﬂ' 2m , r—2m
_n;) 2m (Qm)'u m! _mzzo(m)( m )Qma a
Esta es la expresion que buscabamos. Concluyendo:
oy r—m)\ m!
L= e 2mo r—2m 1.56
£ o

Veamos algunos ejemplos:
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= Tomando r = 0 en (1.56), resulta g = 1, lo cual demuestra la condicién de normalizacién
f_t;o f(z)dx =1.

= Tomando r = 1 en (1.56), resulta a; = p, lo cual demuestra que p es la media de la
distribucion.

= Tomando r = 2 en (1.56), resulta ay = p? + 02, y como la varianza V es:
V:oz2—oz§:,u2+02—,u2:<72:>az\/v

lo que demuestra que o es la desviacion tipica.

Problema 1.15 Demostrar que si m < 2:

1 r 1
lim (—/ sen — dt) =0
z—0 xm 0 t

Sea I(x) = [ sendt, con x > 0. Efectuando el cambio u = 1/t:

flu) = —
() =
/
T senwu g'(u) = senu cos u7+oo 0 cosu
I(x) = 5 du = =—|— -2 5 du
1 u g(u) = —cosu u? J1 1 u
xr x
2
!
u) = ——;
| rw=-=
Como # — 0, cuando u — +00, y cosu es una funcién acotada, entonces lim, ., <25* = 0,

luego

1 teo
I(z) = 2% cos ~ — 2L(z), L(z)= / U
1

T u3
Adema3s: . | | . ,
> | cosu >~ 1 T
< < _ -
|L(x)| _/l 3 du _/l " du 5
Por tanto:
10) o 1 LW
xm x xm

Otra vez lo mismo, z*>~™

— 0. Y el segundo:

— O cuando z — Oy cos% estd acotada, luego el primer sumando

L(x)

xm 2

I(z)

y por tanto —= — 0, cuando = — 0, como pretendiamos.
x

Problema 1.16 Sea
+o00 6—t _ 6—tx
I(x) = / —dt (1.57)
0

1. Estudiar la convergencia de esta integral.

2. Estudiar la continuidad de la funcion [ en su intervalo de definicion.
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Siz=1= I(1) = 0. Supongamos = # 1. Escribimos:

1 6—t _ 6—t:1,‘ —+o0 e_t _ e_tx
) = h@) + Bie), B = [ S b = [
0 1

Como f(t) ~ x—1, cuando t — 0, I;(z) converge para el limite de integracién 0, para cualquier
valor de x. Por otro lado, como f1+°° %t dt existe (criterio IV de comparacién, ¢ = —1 < 0), I

eftac
t

’ . +0o0o . . .y
serd convergente cuando exista f1 dt, y otra vez por el criterio IV, eso ocurrird cuando
—x < 0, es decir, z > 0.

En conclusion:

Existe I[(x) <=z >0

Para la segunda parte, sea x > xy > 0. Es elemental que:

+foo —txg _ ,—tx
I(z) — I(zg) = / C T

0 t

Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién g(z) = e™** en el intervalo [zg, 2], luego:
e " — e = (x —m0)g'(c), e <c<ux
O bien:
6—tx0 6—tw “+oo
e —eT = t(z—xp)e” " = — = (r—xg)e” " = I(z)—1(x0) = (93—:)30)/ e dt
0
es decir
r—x
I(z) — I(xy) = 4 (1.58)
c

luego, si * — xg = I(x) — I(xg), lo cual demuestra que lm,, .+ I(x) = I(xp). Andlogo
procedimiento para el limite por la izquierda. Esto demuestra la continuidad de la funcion.

De la expresion (1.58) se deduce mucho més que la continuidad. En efecto, si escribimos
x =9+ h, h > 0, entonces (1.58) se convierte en

I(xg+h) — I(zo) 1
h Cc

y haciendo tender h — 0 = ¢ — xg, resulta:
1
I'(x§) = —
Por procedimiento parecido, también I'(x5) = . Es decir, la funcién I es derivable, y por
Zo

tanto, continua. Ademads, podemos conocer explicitamente I(z), ya que al ser:

1
I'(z) === I(x) =logx
T

pues I(1) = 0. También podiamos haber llegado mas facilmente a esta conclusién utilizando la
derivacion respecto a un parametro. En efecto:

+00 -t _ ,—tx +00
I'(x) :/ aﬁ (i) dt :/ e~to g — L
0 T t 0 z
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1 1
Problema 1.17 Demostrar que la funcién f(z) = — — {—J admite una integral impropia en
x x

[ amr 0

Sea I = fol (% — LH) dt. Mediante el cambio de variable ¢t = %, obtenemos:

[:/1+°°x—m dx:/IJrOO@dx (1.60)

2 2

el intervalo |0, 1] y que se tiene

siendo 7 la constante de Euler.

Como 0 < {z} < 1,

y cOmo f;roo m% dx converge, I también. Resolvamos ahora el problema de dos formas distintas:
» Mediante la férmula de sumacién de Euler. Tomando en (1.7), f(z) = 2, z = n, n € N,
n>1y=1
“ 1 "1 "t "t
> - :/ ~dt — th:logn— oy
[ L2 L2
k=2

o bien H, =logn+1— fln i dt, y por consiguiente:

+2

H, —logn=1-— {tt2} dt (1.61)
1

La expresion (1.61) muestra dos cosas: la primera es que la parte izquierda tiene limite
cuando n — 00, ya que la parte derecha lo tiene (pues I converge), y la segunda es que
si llamamos:

= JLII;O(HH —logn)

resulta, tomando limites en (1.61), que:
+o0 t
7:1—/ %dtzl—[ﬁ[zl—v
1

lo cual demuestra (1.59).

"x— |z
= Sea I, = / 2] dx. Como [ es convergente, entonces lim,, ., I,, = I. Ahora bien:
1

Z /k—i-l

/CL’ Z/k+l
n—1 -1
k+1
| Ztogn =S —logn—H, +1
1{ ( ) k+1] oen ;k+1 oen +

Otra vez lo mismo. Tomando limites cuando n — oo llegamos a la misma conclusion.

k=
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Problema 1.18 Calcular la integral

I /1 dx
0o Va3l —x)3

Tenemos:

! 2 2
I:/ x_2/5(1—x)_3/5dx:B<§,—) :F<§)F<—> = 7r2 S —
0 55 5 5 sen (?’T) coS (%)

y aqui podriamos dar el problema por acabado. No obstante, como mero ejercicio algebraico,
vamos a expresar por radicales:

P = cos (%) = cos 18°

de la misma forma que en la trigonometria elemental se expresan las razones de los dngulos de
30° y 45°.
Recordemos que:
cosnf = T,(cos ) (1.62)

siendo T;, el n-ésimo polinomio de Chebyshev. Estos polinomios se definen por la siguiente
recurrencia:
Toi1(x) = 22T, () — Ty o1(x), n>1; To(x) =1, Ti(x) =z

que, después de resolver, quedan explicitamente:

T,(z) = g 3 51—1)’“ (” N T) (2z)"2r (1.63)

r

Como
T T

RN (5 7T)— (W)—o
10—2 COS 10 _COSQ_

s

15, resulta T5(p) = 0, es decir, p es una raiz de T5.

luego, si tomamos en (1.62), n = 5, § =
Tomando n =5 en (1.63):

1) /5 —
> % (5 . T) (2p)°™" = 0= p(16p" —20p° +5) =0
0<r<2

y como p # 0 = 16p* — 20p? + 5 = 0. Resolviendo esta bicuadrada y teniendo en cuenta que

p > 0, obtenemos:
5+4/5
b= 3

Ahora hay que averiguar cual de estos dos p es el nuestro. Comparemos con cos 45° = ? Como
el coseno decrece en [0, 7/2] y 18° < 45° = cos 18° > cos45°, es decir, hay que elegir de forma
que

5i¢5>g
8 2

Ahora utilizamos el hecho de que

>V ANa,b>0=a>b
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Luego

5++/5
8
lo cual solo es posible si elegimos el +, es decir

2
>Z’ o bien 5+ V5 > 4

y finamente:

2\/§7T
5+5

I =

Problema 1.19 Supongamos que f es continua en [0, 1], f(0) = 0 y que existe f’(0). Demos-

trar que la integral fol f(x)z=3/? dx converge.

Como f(0) = 0, la integral es impropia en z = 0. Como existe f’(0), tenemos que:

0) = 1 £ = fO) _ o F()
o=~ Ty

Por tltimo sea g(z) = f(x)x73/? el integrando. Tenemos:

lim 2'/2¢g(x) = lim /2 f(x)2=3/* = lim J(2) = 1'(0)

rz—0 z—0 z—0

luego, por el criterio II de comparacién (o = % < 1), la integral es convergente.

Problema 1.20 Estudiar la convergencia y calcular la integral

oo dx
I(o) = /1 (x — cosa)va? — 1 (1.6

Sea f(x) = m La integral es impropia en = 1 debido al factor v/2? — 1. Descon-

pongamaos:

—+00

+oof(:):)da7:/1 f(x)dr + i f(x)dx

Si cosa = 1, el factor x —cosa = x — 1 también contribuye, con lo cual distinguimos dos casos:

1

= cosa = 1, entonces:

1 1
-2 —1 2

y como ff (x —1)73/2 dx diverge, ff f(x) dr también.

(x —1)7%2, cuando = — 1

fz) =

= cosa # 1, es decir, cosa < 1. Entonces:
1 ~1/2
flz) v ———(z - 1) , cuando x — 1

V2(1 — cos )

y como ff(x —1)72 dx converge, ff f(x) dx también.
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Tr—cosan~x
Por otro lado , cuando x — +o00, luego f(z) ~ <, cuando x — 400 y como

f;oo ?12 dx converge, f;oo f(x) dx también. En conclusién:
(o) <= a # 0 (mdd. 2r)

Tenemos:

I(a) = /m di —{t=cha) = /ML (1.65)
1 (t—cosa)Vi2 —1 o chx—cosa '

Ahora hacemos

Para © = 0 =t = th(0) = 0. Ademas:

i (x) _sh(z/2)  eP—et? em—1 1—e7"
5) =

ch(z/2)  e*/2 + e /2 Tertl lten

luego

lfm th(%): m A

T——+00

es decir, para z = 400 es t = 1, luego (1.65) queda como:

1 dt 1+COSQ=2COS2%
Ia) = 2/ — _
o (I+cosa)t?+ (1 —cosa) 1—COSC¥:28€H2%
= /1 o = {t — -t (a)} 2 /Ctg(aﬂ) du (1.66)
~Jo t?cos® g +sen?s —UR\S)S T sena 0 1+u?
2 2
- arc tg U]Stg(a/z) = arctg (ctg (g))
sen « sen o 2
Como ]
/_
(arctgz) 2 X
1/ 1 :>arctgx+arcth:C:cte.
tg— | =—
(arc g ) T2
Eligiendo = = 1,
2arctg1:C:>2-%:C:>C:g
es decir:
1 s
arctgx + arctg . = B (1.67)

Si tomamos = = ctg (%) en (1.67), resulta
e (ete (5)) =5 —oetn (18 (3)) = 5 - 5
arctg (ctg (=) ) = = — arc ))=2_=
s\E\2)) T2 e\elz)) =273

2 T

I(a) = (5 . 5) (1.68)

sen «

luego
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Ajuste final: como cosa es periédica de periodo 27, la expresion (1.64) muestra que I es
periédica de periodo 27, mientras que en (1.68) se ve facilmente que I(«) no es 2w-periddica,
error que se corrige tomando o« = amod. 27.

Problema 1.21 Estudiar la convergencia y calcular la integral

Ia) = /_11 (@ — :)s)d\m/m

Sea f(x) = m Si a € [-1,1], el factor a — = es singular. Ahora bien, los extremos

a = =1 son especiales, ya que en estos, el factor v/1 — 22 es también problemaético. En fin,
distinguimos los siguientes casos:

ma=—1, f(x)= m La integral es impropia en x = 4+1. Escribimos:

/f dx—/ f(z dx+/f (1.69)

Tenemos que f(z) ~ —%2(1 4 z)~3/2, cuando & — —1, y como [°,(1 +2)~3/2 dz diverge,
0 g
J_, f(z) dz también.

ma=1, f(x) = m La integral es impropia en x = +1. Utilizamos otra vez la
descomposicién (1.69). Ahora f(z) ~ @(1—@_3/2, cuando x — 1,y como fol(l—x)_3/2 dx
diverge, fo r) dz también.

m a €] —1,1], es decir, —1 < a < 1. La integral es impropia en = = a. Escribimos:

/f dx—/f d:r+/f

Ahora f(x) ~ ﬁa -, cuando  — a, y como [*, L dux diverge, [*, f(z) dx también.

= ¢ > 1. La integral es impropia en x = £1. Utilizamos otra vez la descomposicién (1.69).

Como f(z) ~ m(l + 2)71/2, cuando * — —1 y como fo 1+ 2)"Y2dx converge,
1/2

ffl f(x) dr también. Andlogamente, como f(z) ~ W(l — )~
~1/2

, cuando =z — 1

y como fol(l —x) dzx converge, fo x) dx también. Por consiguiente, la integral es
convergente en este caso. Por ultimo:

L dx L dt
I(—a):—/_l(a+x :{x:—t}:—/_1<a_t>m:—[(a) (1.70)

luego I(—a) existe cuando a > 1.

En conclusion:
dl(a) < |a|] > 1

Teniendo en cuenta (1.70), es suficiente calcular I(a) cuando a > 1. Supuesto esto, tenemos:

= [, <a_x§ljmz{“co”}:/ow$:{”:tg@}:

2/+°° du a—1 /
= = u = v =
o uw(a+1l)4+a-—1 atrl [ V& 1+v2

2 +o0 m
= —— |arctgv = —
faretg vy a?—1

Va2 +1
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que junto con (1.70) da finalmente:

0, mas simplemente:

Problema 1.22 Calcular las siguientes integrales:

W [ w [ @ [ e
a —dux; . (c e T

(a) Tenemos

oo 229 1 L] — 92 L aqt L g2
— — drx=Lx=>%= dt = ) dt =
1 Va2 —1 t 0 V1—1t2 0o V1—1t2 0 V1—1t2

(b) Utilizando el siguiente cambio de variable basado en (1.54):

(2t + 1)2 -1 /x dt /argch(Qm—i-l)
P4t=-"""  — 2%+1=chu= = du = argch(2x + 1
4 0o Vit+1t2 0 Beh( )
y como argchz = log(z + V22 — 1) = argch(2z + 1) = log(2z + 1+ 2v/2%2 + ), y por
consiguiente,

Toodt
=log(2z +1+2vVa2+x
/0 Vi + 2 g( )

(¢) Por ultimo:

ft)=t
+o00 ~+o0 / — ot
\/5 - 42 _ —t _ g (t) =e —
/0 e V¥idr = {x =1t} 2/0 te™" dt o(t) = —e
fi(t)=1
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Problema 1.23 Sea f una funcién numérica continua sobre RT, y sean a,b € R tales que
b>a>0.

(a) Para cada € > 0 sea
eb
du
I(e) = au
©=[ 1w
Determinar lim._,q I ().
(b) Se supone que la integral

oo du
(u)— es convergente;
u

y para cada € > 0, sea

0= [ T ) - foan &

i

Establecer una relacién entre I(¢) y J(g) y deducir que la integral

[ rtan) — oy &

es convergente y calcular su valor.

(c) Aplicacion. Mostrar que la integral

H(a,b):/+oo cos ax — cos bx i
0

i

converge y calcular su valor.

(d) Calcular también
o0 e—aT _ 6—bm
K(a,b) = / —dz
0

y comprobar calculando la derivada K/ (a,b).

(a) Tenemos
d

be b
u dt
0= [ S =fu=ety= [ 107
Como f es continua, I también, luego

lfm I(¢) = 1(0) = /abf(o)% = £(0) /ab@ — £(0)log <b)

e—0 t a

(b) Por un lado:

oo dx too du
[ S —fw == [ @
integral que existe porque existe f;roo f(u)%. Andlogamente:
too dx oo du
fbr)— = fu)

5 T be u
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luego
too du Feo du du

J(e) = flu)—~ flu)— = f( ) =1()

ae be ae

es decir, I(g) = J(¢), luego lim._o J(g) = lim._¢ I (¢), y por tanto:

[ H=0) gy (1) 0y

a

(c) En este apartado, f(x) = cosz. Para poder aplicar (1.71) a nuestro caso, hay que demostrar
que f;roo €22 dr converge, lo cual es inmediato, ya que:

( 1 )
f(fC)—;
oo () = cosx oo
/ cosxdx: g (@) :—sen1+/ sen:cdz
1 x g(x) =senx 1 x?
1
/ PP —
\f(.ﬁ(f)— LE‘2 )

y esta ultima es evidente que converge, debido a la desigualdad

sen 1
s

2 2

o - e (1)

(d) En este apartado, f(x) = e ®. Hay que comprobar que f;roo % dx converge, lo cual es
inmediato aplicando el criterio IV de comparacién 1.5.8, luego

K(a,b) = f(0)log (2) = log (9

Comprobemos esto tltimo, derivando respecto a los parametros a y b. En efecto:

0K too 1
_:_/ e g = — 1
0

Oa a

luego aplicando (1.71), resulta

1 s
= —. Integrando esta ultima con respecto a b,

Anélogamente —— 5% 7

K(a,b) =logb+ g(a)
siendo g(a) una funcién arbitraria de a. Ahora bien:

ok, 1 - (b
%—g(a)— E:>g(a)— loga:K(a,b)—log(a)jLC’

siendo C' una constante cualquiera. Haciendo tender b — a — K(a,a) = 0 = C =0,
como pretendiamos.
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Problema 1.24 (a) Utilizar la identidad trigonométrica sen 2z = 2senx cosz y la férmula
[ 02 g = I para calcular la integral

0
Foo sen:)scoszd T

—_——dxr = —

0 xXr 4

(b) Utilizar la integracién por partes en (a) para deducir la férmula

T gen? x T
5 dr = —
0 x 2

(c) Utilizar la identidad sen? z + cos? x = 1 y al propio tiempo (b) para obtener

T sent & T
dr = —
0 4

22
(d) Utilizar el resultado de (c) para obtener

T sent & T
1 de = —
0 x 3

Sea I(m,n) f0+oo ST gy, m,n € Z, m,n > 1. Damos por sabido que I(1,1) =

(a) Tenemos

/+°° SeNTCOST , 1/+°° sen 2x do = {20 =t} — E/J”X’ sentdt 1 I1,1) = m
0 T 2 Jo T 2 Jo t 2 4
(b) En primer lugar
( 1
f(z) = -
/+°°sen9:dxz g'(x) =senx _ [L—cosz +°°+/+°°1—008de
0 x g(x) =1—cosx x 0 0 x?
1
, —_— ——
L f ([L’) - 1'2 )
Como 1 — cosx ~ 7, cuando x — 0, es:
1 2/2
lim L2650, T2
xz—0 T z—0 T
También l_c% veioo = U ya que 1 —cosx estd acotado y % — 0 cuando z — +o0. En
definitiva: N N
o0 o0 1 _
/ UL g = / 7c2osx dx (1.72)
0 4 0 Z

La igualdad (1.72) es muy interesante, en concreto, es muy sencillo demostrar la conver-
gencia en +o0o de la integral f0+oo 1_;# dx (en 0 es trivial) ya que como 1 — cosx < 2,

resulta:
1 —-cosz 2
— <

2 - g2
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“+oo 400 1— <z . .
y como L dx es convergente 1=cosz Jr también. Sin embargo, no es tan sencillo
1 T 7 J1 T ’

demostrar la convergencia en 400 de f;roo 8L dx, aspecto que resulta evidente en (1.72).

Por otro lado, (1.72) también es modelo al mostrar una igualdad entre una integral semi-

convergente ( f0+°° 2L dr) y otra absolutamente convergente ( f0+oo loosz ).

z

2

T 1 — cosx To° 9gen? £ x T gen? ¢
1-cor, e [ [T
/0 2 v /0 2 o 2 0 12 (2,2)

En definitiva:

Siguiendo con el problema, y teniendo en cuenta que 1 — cos z = 2 sen? ( ), resulta:

1(4,2)=/+OO Sen4xdx:/+oo sen” a(1 — cosz) dx:I(2,2)—/+dex
0 0 0

x? x? x?
Pero
+o0o 2 2 1 +oo 2 2 1 +o00o 2 t 1
/ sen c;)s zd:c:—/ Sen2xdx:{2:c:t}:—/ sen dt:—I(2,2):E
0 Xz 4 0 Xz 2 0 t2 2 4
(1.73)
Sustituyendo en la de mas arriba:
T T T
1(4,2) == ——=—
(d) Por tltimo
( f(z) =senz )
@)= =
1(4’4):/+°°sen4xd$: g\r) = "3 >:_1 sen’ x +%/+°°sen3xcosxdx
0 xt 1 3| a3 3 Jo a3
9(x) = —7— 0
3x3
| f/(z) = 4sen® z cos z
Como senx ~ x cuando x — 0, entonces
4 4 4
sen3 x ~ tm sen3 T m :c_3 _0
x =0 z—0 I z—0
1
También 502# = 0, ya que sen* x estd acotado y — — 0 cuando x — +00, luego
r=-+00 T
4 [T sen®zcosx
0

Por otro lado:

( f(z) =sen®zcosx )
1
, p—
% sen? x cos g(z)—ﬁ
s dr= 1 =

o T

222
| f/(z) = 3sen® z cos® v — sen” x

2

“+o00
1 [sen®z cosz 1 (7 3sen?zcos?x —senx
AN dx
0 0

12
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La expresién entre corchetes vale 0 por razones parecidas a las de mas arriba, y la expresion
integral que sigue es (por (1.73)):

% sen? x cos v 3 1 3t m ow
M LT =2 T 2y =TT
/0 s R B R M
Sustituyendo en (1.74) obtenemos
1(4,4)="

como pretendiamos.

Problema 1.25 Sea f una funcién integrable en [0, 1], periédica de periodo 1 y tal que
fol f(z)dx = 0. Demostrar que la integral impropia

+0o0
/ Lf) dz, converge si s > 0
1

x
Indicacidn: introducir g(z) = [} f(t) dt y escribir fl “Sdx = flb g (z)x~* du.
Como f es integrable en I = [0, 1], la funcién F(z fo t) dt es continua en [, y por tanto,

F' estd acotada en I, es decir,
aM > 0, tal que |F(z)| < M, Vx e[ (1.75)

Sea g(x fl t) dt. Veamos que g es una funcién acotada en [1, +oo[. En efecto, sea z > 1
arbltrarlo n= L J n<z<n+l:

- [ rwa= [ roa Hf(t)dtz/l s+ [ far

/f t)dt = Z/ka dt ={t —k=u} = Z/fk:m (1.76)

Como f es l-periédica y k es entero, es f(k + u) = f(u), luego (1.76) queda como:

Por un lado:

n—

/ F(t)dt = Z / f(u 0 =0
En la segunda integral

t)d —n= _ [ d
/f t={t—n=u}= / f(n+u)d /0 f(u)du
y como x —n < 1, por (1.75), es

/x_nf(u)du <M

0

o

En definitiva

l9(z)| =

Establecido esto, resolvamos el problema de dos formas:

<M, Vze€l[l,+oo (1.77)
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1. Con la indicacién. Tenemos:

—s—1

e g0 = =i

[:E_sg(:z)}/ = —sx

y por consiguiente

g(=)1" > g(x) " flz)
[ poe ]1——5/1 $S+1dm+/1 ?daz
o bien

W0 gy s [ oy [T g, (1.75)

1
Ahora queremos hacer tender b — +o0o. Como ¢(b) estd acotado y I 0 cuando
b — +o0, pues s > 0,y g(1) = 0, resulta

Por otro lado:

g@)| . M
xs+1 - xs+1
y como f1+°° # dx converge ya que s +1 > 1, pues s > 0, luego f;roo g(f)l dx converge,

oo f(z)

xS

y por tanto 1+ dx también, y ademas

L gy [0,

1 xrs $S+1

1 1
2. Por la regla de Abel. En efecto, la funcién — es positiva, decreciente en [1, +oo[y — — 0
S I»S

cuando z — 400 ya que s > 0. La funcién z — | i f(t) dt| estd mayorada por M (inde-
“+oo
x
pendiente de ) seglin demostramos antes, luego la integral / Ls) dx es convergente,
1 x
c.q.d.
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Problema 1.26 (a) Mostrar que, para todo m € R, la integral

T cosmu

es convergente, y que la funcién I : m — I(m) es continua y acotada.

(b) Mostrar, por un cambio de variable, que la integral

+00
fol) :/ x cos kt gt

o T2Ht2
es convergente, cualesquiera que sean z € R, x >0y k € R, y que fi(x) = I(kx).

(c¢) Fijado k, mostrar que la funcién f; : = — fr(z) admite una derivada primera y una
derivada segunda para todo x > 0, y probar con la ayuda de dos integraciones por partes,
que f; verifica la ecuacién diferencial

y' — Ky =0 (1.79)

(d) Demostrar que la ecuacién (1.79) admite una solucién dnica acotada sobre R, con la
condicién inicial y(0) = 7. Deducir la expresién de fi(z) (suponer en primer lugar k& > 0
y deducir después cuando k < 0).

(a) Como el integrando de I(m) es par, tenemos

+00
I(m) = 2/ cosmu
0

1+ u?
2
Sea f(m,u) = %. Entonces:
u
Fmal S oy [ s du = 2faretgal
m,u , u=2larctgul,” =
R S &l

luego I(m) es normalmente convergente y como f es continua, /(m) también. Ademas:

+oo +o0o
|Hmﬂg2/’ [cosmuf <g/ du__
0 1+ u? o l4+u?

luego I esta acotada. Finalmente:

1+ u?
(b) Sea x >0
+t xcos kt coskt kt
fk(x):/ x2+t2d—2x/ ={t=zu} =
oo cos(kzu)
_QA S du = I(ka)
es decir
fru(x) =1(kx), © >0, keR (1.80)

luego, la existencia y convergencia de fj se deduce de la de I.
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()

( y 1
0=zre
! _
/+°° cos kt Ui — g(t)—coslz;t 1 [ senkt +°°+g/+°° tsen kt at
R yﬂzzwit k|2 te], k), @+
, 21
)=
\f() (l‘2+t2)2)

El término entre corchetes vale 0, luego

o cos kt 4z [T tsenkt

Apliquemos otra integracién por partes a la tltima integral de (1.81):

( t )
) —
/+°° tsen kt it g'(t) = sen ktkt 1 [ t cos kt }Jroo_l_l /+°° (2% — 3t%) cos kt
g A= cos = |73y -
o (a2 12)2 9lt) = —— k(@2 +2)2], ko (22 + 12)3
2 2
, r°— 3t
t —
También, el término entre corchetes vale 0. Sustituyendo en (1.81):
4 [T (22 — 3t?) cos kt
= — dt 1.82
Je(x) L2 /0 (22 + t2)3 ( )

Por otro lado

, +oo a T +oo t2 —JJ2

Otra derivada mas

to g [ t2—a? 0 (22 — 3t?) cos kt
’(x) =2 — | ktdt =4 dt
(@) ]ﬁ o {(x2—%t2)2}cos 33]§ (a2 + 12)3

Comparando con (1.82)
K fr(z) = fi(z)

es decir, fi verifica la ecuacién diferencial (1.79).

De (1.80) y debido a la continuidad de I:

fx(07) = lim fy(x) = lim I(kx) = [(0) =
=0 =0
y como [ es una funcién acotada, fx(z) también, para z > 0. En fin, resolvamos la ecuacién

diferencial (1.79), sometida a la condiciones: y(0) = 7, y estd acotada para z > 0. Es una

dt
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ecuacion diferencial con coeficientes constantes, la funcién caracteristica es m? —k? = 0 =
m = £k, luego es

y = Ae* + Be % A, B constantes a determinar
Como y(x) esté acotada, A =0,y 7 = y(0) = B = y(x) = me~**, y por consiguiente
felz) =me™™, >0 (1.83)
Calculemos ahora I(k). Supongamos en primer lugar que k£ > 0. Hagamos = 1 en (1.80):
I(k) = fi(1) = {por (1.83)} = me~*

es decir, I(k) = me™* si k > 0. Como [ es par, si k < 0, es I(k) = I[(—k) = me*, luego
I(m) = me~ ™ m € R, es decir:

T cosmu T
du = —e~ ™ R 1.84
/0 Tra™T2% 0 M€ (1.84)

Finalmente, como f_(x) = fr(x) si k < 0, entonces

nekr, sik <0

fe(w) = f-p(x) = {por (1.83)} = me" = fi(z) = {m_m S k>0

0 mejor
fi(@) = me M

Problema 1.27 Demostrar las siguientes formulas, validas para x > 0y a > 0:

T costr T T gentx T
COSTE gy = T pmar S T (e
(&) /0 t?2 4+ a? 2° (b) /0 t(t% + a?)? 2a2( )

+o0 +o0
t t t
(©) / bsente o _ o (g / sent , _ T
o tPH4a? 2 0 t 2

En primer lugar

T costr 1 (1% cosauzx T
——dt={t = = — du = 1.84)} = —e™
/0 t? + a? {t = auj a /0 T+u ™ {por (1.84)} 2a°

Esto demuestra (a). Sea

sentx

f(taf):m,

(t,x) € A=1[0,400[x[0,+00]

La funcién f es continua en A. La unica duda estd en ¢t = 0, pero como sentx ~ tx, cuando

t — 0, luego f(t,x) ~ a
+o0o

—» cuando ¢ — 0. Asf pues, f es continua. Por otro lado, la integral
a

f(t,x) dt es convergente para todo = > 0. En ¢t = 0 esté claro por la equivalencia anterior,

y para t = 400, tenemos

1
lf(t,z)] < ; cuando ¢t — 400

(2 +a?) B
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lo cual despeja la duda. Ademas

of _ cos tx
or 12+ a?
fo+oo fz"iﬁfé dt es normalmente convergente, ya que
costx < 1 /+OO dt existe
’ " exi
era| " eva’ ), £Bra

Luego, se cumplen las condiciones para poder derivar respecto al parametro x, y si llamamos:

T sentr ) T costr , T
F(QE) = /(; m dt — F (IL’) = /(; m dt = {apartado anterlor} = %6

Como F(0) =0, es
Yo T
Fla)= | —etdt=->(1—-e™
(z) /OQae 2a2( )

Esto demuestra (b). En tercer lugar

Con este resultado y con el apartado (a):

01 — cost oo oo t
/ ﬂdt:/ 70&_/ L
0 2 + a? 0o t2+a? o t2+a? 2a

Tomando limites cuando a — 0

T 1 — costr T, ew—-1 T, —ar T
—dt=—=1lim——— = —— lim = —
0 t2 2 a—0 a 2a—0 qa 2

donde hemos usado la equivalencia e* — 1 ~ z cuando z — 0. Tomando finalmente z = 1

T 1 — cost
/ CoS g — z
0 t2 2

y teniendo en cuenta (1.72), hemos demostrado (d).
Por ultimo

111 t
tt2+a?)  a> \t 2+ a?

luego
+00 +o00 +00
t 1 t t t
[t L[ty [ et (1.55)
o tt2+a?) a? | Jo t o t*+4a
Como
/+°°sentxdt:{m:u}:/+°°senudu:E
0 t 0 u 2
Sustituyendo este resultado en (1.85) y teniendo en cuenta (b)
T ™ 1 [T tsentx
—(1—-e%)=— - = dt
2a2 (1-e™) 20> a® ), t2+a?
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Despejando la integral, resulta (c).

Problema 1.28 Sea F(z) = f0+oo e~ cos 2t dt, con = € R. Demostrar que F satisface la
ecuacion diferencial F'(z) + 2z F (z) = 0 y deducir que

F(z) = ge_ﬁ

Indicacion: utilizar (1.19).

La integral que define a F' es trivialmente convergente, ya que

‘e_tQ cos 2:13’t‘ < e_tz, para todo x € R

y f0+oo e~ dt es convergente. Ademas
Foo 8 t2 +oo t2
G(z) = / — (e_ Cos 2xt> dt = / —2te™" sen 2wt dt
o Oz 0
es normalmente convergente. En efecto:
‘—2t6_t2 sen 2xt‘ < oxte~
+o0o

yo(t) = J, 2te~t dt es convergente, por ejemplo, por el criterio 1.5.8, con ¢ = —1, o también,
calculando directamente su valor:

400 o0 5 57 +00
/ o(t) dt = / e dt = — [e—t } =1
0 0 0
luego G(x) = F'(z). Ademaés

+00
F'(z) = / —2te™" sen 2at dt =
0

_t2 oo +oo _t2
= [6 sen th] — 2z e " cos2atdt = —2xF (x)
0 0

ya que el término entre corchetes vale 0. La ecuacién diferencial resultante F'(z) = —2xF(x)
es de variables separadas y (1.19) nos da la condicién inicial F'(0) = @, luego

(&

i:((;)) = 9t — AI i:((;)) dt = —2 Amtdt N [logF(l’)]g — 2 F((L’) _

como pretendiamos.

ol
El.gl\)

Problema 1.29 Consideremos

ee dt
faw)= [ e @07 0.0

s

2(z+y)

Demostrar con los métodos del célculo elemental que f(z,y) = Calcular la integral

reiterada fol ( fol f(x,y) dx) dy para deducir la férmula

12

—+o00 t 2
/ (Aret8s)” 1 rlog2 (1.86)
0
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No es restriccién suponer que x,y > 0. Sea y fijo, y €]0, 1], x €]0, 1], y sean:

1 Foo
tz) = . tel0,4+o0f; F(z)= t x)dt
o) = T €0k F@ = [ glt)
Como ]
————= < 1= g(t < —==pl
1+ 222 — g(’x)_1+y2t2 #lt)

y como existe f0+oo ©(t) dt, entonces F'(x) es normalmente convergente para x €]0, 1], luego

/01 (/0+°°g(t,x) dt) dr = /0+°° (/Olg(t,x) dx) dt (1.87)

Calculemos primeramente f0+°° g(t, x) dt. Descomponiendo en fracciones simples:

(t,2) 1 x? 1 y? 1
xTr) = = —
g (1T+2282) (1 +92t2) 22 —y? 1+ 222 22 —y? 1+ y%t2
luego
t,r)dt = —— — —_— 1.88
/0 9(t, ) xz—yQ/O 1+ 222 x2—y2/0 1+ y2t2 (1.88)
Como . p oo g
o t 1 [T du 1 oo T
| == [ s et = L (189)
Cambiando x por y
too dt 0
—_— = — 1.90
/0 1+y2t2 2y (1.90)
Sustituyendo (1.89) y (1.90) en (1.88) y simplificando:
o0 T
foa)dt = — 1.91
A (1.9

Con estos resultados, la parte izquierda de (1.87) queda como:

1 +o0 1 - - y+1
t,x)dt d:l::/ ——dr==1o <—)
/0 </0 9lt z) ) 0 2(r+vy) 2 B\ Ty
Por otro lado:

/1 (1) d /1 dx 1 /1 dx ( f
T)axr = = = u==x =
0 7 o (L+z22)(1+y2?)  1+y*° )y 1+ 2%

B 1 /t du  arctgt
(1 Fy2t2) o THu? (14 y22)

con lo cual (1.87) queda finalmente como:

oo tgt 1
A (&) (1.92)
o t(1+y*t?) 2 y
Nos queda un paso que dar, asi que, sea ahora:
arctgt
g(tay) = 1 1 240 (ta y) € [07 +OO[X]O> 1]

1+ y22)
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En primer lugar tenemos la desigualdad

arctgt
rtg <1, paratodot>0

En efecto, aplicando la férmula del valor medio a la funcién f(z) = arctgx, con = € [0,¢],

t>0:
1

= <1
1+ ¢?
luego arctgt < t para todo t > 0, o bien arctgt < ¢, para todo t > 0.
Por otro lado, sea yo > 0, yo < 1 fijo y consideremos y > vy, y < 1, entonces

arctgt =tf'(c), 0 <c<t, f'(c)

1 1
<
L4 y22 = 1+ yat?

= (1)

— g(t,y) < ———
g(,y)_1+y8t2

¥ COmo existe @ , entonces €s normalmente convergente para y <|yo, 1|,
iste [[" ¢(t) dt, ent o e di Iment t 1

t(1+y2t2
y como yo es arbitrario (pero > 0), la integral es uniformemente convergente en |0, 1], luego:

L/t arctgt too ot arctgt
———dt | dy = ———dy | dt 1.93
/0 </0 t(1+ y22) ) ! /0 </0 t(1+ y22) y) (1:99)

Ahora bien
(y)

/01 </0+oo %dt) dy = {por (1.92)} = g/ol log <y7+1) dy = gg;gzi z; | _
(¥)

1 1
y—i—l)} dy
()] 4 [
{ y o Jo 1+y

) y+1 /1 dy !
lim ylog [ 22— ) =0 o Dt = log?2
Jim og< ) ) R A log(y + 1)]; = log

el corchete es log 2, y por tanto, la parte izquierda de (1.93) es 7log 2.
Por otro lado:

' arctgt arctgt (1 dy arctgt [t du (arctgt)?
2y Y = 7 = =yt = 2 2
o t(1+4y%t?) t o 1+y?t t o 1+u t

Como

Luego la parte derecha de (1.93) es 0+°° (@)2 dt. Recopilando resultados, obtenemos (1.86).

Problema 1.30 Si f es positiva y decreciente en I = [a,+00o[ y si la integral f:oo f(z)dx
existe, demostrar que zf(z) — 0 cuando x — 400, y que si existe f’ en I, entonces también
existe fa+°° xf'(x) dx.

Sea F(x) = [ f(t)dt, x > a. Por hipétesis, existe

“+oo
l= lim F(z)= () dt

T— 100
+ a
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Para = > a, tenemos
2x 2x
f(t)dt = F(2z) — F(z) = lim f(t)dt=0 (1.94)

T—1T00
x + x

También, para todo t, tal que x <t < 2z, por ser f decreciente

fQ2x) < f(t) < f(x)

Integrando
2x 2x

/ N fexydt< | foydt< | fa)dt

xT

o bien :x
f(2z) < / F(t)dt < of ()

Para x > 0 es zf(2x) > 0, ya que f es positiva, luego

2x
0 < f(22) g/ () dt
y como esta integral — 0 cuando x — +oo (por (1.94)), resulta

lim :L'f(2:17)—O:>{y—2:E}:> lim f() 0

T——+00 +oo

es decir, lim, . yf(y) = 0, como pretendifamos.
Para la segunda parte

“+oo +00
[2f(2)] = f(z) +xf'(2) = [af(2)],” = f(x)de + / of'(z) dx
El corchete es —af(a), ya que lim, ., xf(x) = 0, luego

/ T @)de = —af(@)— [ fa)da

a

y la existencia de la integral de la izquierda queda garantizada por las hipotesis del problema.

T sent t
Problema 1.31 Sea f(z) = / w dt. Demostrar con los métodos del calculo ele-
0
mental que:
™
=, si0<z<l1
flx) =42 ,
0, six>1
Calcular la integral fo x) dx para deducir la férmula
2 senax sen %a’ silsasl
/ —— —dr =<~ (1.95)
x .
0 5 sia>1

Veamos antes un par de resultados. Sea m € R, y sea

+00 t
Fm) = /0 sentm it
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Supongamos primero que m > 0. Mediante el cambio u = mt:

+o0
F(m) = /0 se;lu du = {problema 1.27, apartado d)} = g

Si m > 0, también:

+00 _ +oo
F(—m) = / sen(—mt) gt — _/ sen mt g T
0 0

t t 2
luego
+o0 ¢ 0, sim =10
/ T =07 , (1.96)
0 t 5 signo(m), sim #0

También, sea G(m) = [™ selmt gt Sim > 0:

G(m) ={u=mt} = m/0+oo Sezz Y du = {problema 1.24, apartado b)} = m - g
Y sim >0,
Glem) = /0+°0 senz(t;mt) gt = G(m)
luego e
/0 sent2mt dt = g|m| (1.97)

Veamos ya la primera parte. Utilizando la identidad sen ¢ cos at = § [sen(x + 1)t 4 sen(1 — z)t],
resulta: . ( ) . ( )
1 [T sen(z + 1)t 1 [T sen(l — )t
= — ———dt+ - —dt
f) =3 /0 i "3 /0 i

y segin (1.96) hemos de distinguir los siguientes casos:

. :B:1:>f(1):%f0+°°%2tdt:l-g-signo(Q):

s
2 4°

m 0 <z <1 Enestecaso 0 <1—x<1=signo(l —z) =1, luego

-signo(l —z) = = +

N —
(R
N
1
(ORI

f(z) = % . g -signo(z + 1) +

= x> 1. En este caso 1 — 2 < 0 = signo(1 — z) = —1, luego

17r+1<7r>_0
2 2 2 2)

En conclusion
) sio<z<l1

3
flx) =41, siz=1
0, six>1

Calculemos ahora [ f(x) da.
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m Si0<a<l,es:
Ta
[ = [ G-
= Sia>1,es:
a 1 a 17T a T
/f(x)dx:/f(x)dx+/ f(:)s)da::/ —dx+/ Ode = =
0 0 1 0 2 1 2
luego
10<a<1
/f d:c_{2 sii<as (1.98)
3 sia>1

Por otro lado

a a +o0o t t
/ f(z)dx = / ( / w dt) dx = {invertimos el orden de integraciéon} =
0 0o \Jo

(1.99)
—+o0 a —+o0 a
:/ (/ wdx) dt:/ (/ Cosmdg;)&mdt

0 0 t 0 0 t

@ sentr]® senat
costxdx = =
) t ], ¢

Sustituyendo en (1.99), obtenemos

@ T gen at sen t
[ty [ et

que junto con (1.98) demuestra (1.95).

Podemos también resolver el problema directamente. En concreto, sea:

y como

+00
Fla) / sen a:)szsenat dr. a>0
0 X
Ahora bien:
1
senazsens = —o [cos(a + 1)x — cos(a — 1)z] =
1
=3 [(1—cos(a—1)z) — (1 —cos(a+ 1)z)] =
1 —1 1 1 -1
= —— 2sen2u—2sen2M = sen (at )x—senz (a )z
2 2 2 2 2
luego

Senz (et too gop? (a=D)a

/ ———=—dx — / ——2—dx = {por (1.97)} =
0 X

Tla+1 mla—1 s

2 2 2 2 4

resultado més general que (1.95). También, para a > 0:

F—a) = /+°° sen(—ax) sen dp = /+°° sen ar sen x
0 0

2 2

(la +1] = |a — 1)

dx = —F(a)
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es decir, F' es impar, luego

de =

+oo
/ sen az sen v (Ja+1] —Ja - 1]) (1.100)
0

2

e~

x
féormula valida para todo a € R. Por ultimo:

m Si0<a<l,es|a+1/=a+1,]a—1=1-a,luego

F(a):%(ale—l—i—a):%

» Sia>1,es|la+1]=a+1, |a—1] =a—1, luego

F(a):%(a+1—a+1):g

es decir, (1.95) es un caso particular de (1.100).



Capitulo

Calculo de integrales por residuos

2.1. Residuos

Sea D C C un abierto del plano complejo y sea f una funcién analitica en el abierto
D' = D — T, donde T es un conjunto discreto, constituido por singularidades de f, en otras
palabras, cada elemento de T es una singularidad aislada para f, por ejemplo, si T" esta formado
exclusivamente por polos, se dice que f es meromorfa en D. Dado zy € T, se llama residuo
de f en el punto z, y se representa por Res (f(z), 2z = 29) 0 Res(f, z0), la integral:

o [ )

donde C' es cualquier circunferencia centrada en zy, contenida en D, y de forma que ni C' ni su
interior contenga ningin elemento de 7', a excepcion del z.
Es sencillo demostrar que Res(f,z9) = a_1, siendo a_; el coeficiente que acompana al

término en el desarrollo de Laurent de la funcién f alrededor de zy. Resulta evidente

Z— 20
que conociendo el desarrollo de Laurent de f alrededor de zj, se conoce el residuo, ahora bien,
para la mayoria de los problemas practicos solamente interesa conocer el coeficiente a_; y no

todos los demas. De todas maneras, las siguientes reglas son suficientes para calcular residuos:

= Sea zp un polo de orden k de una funcién f, analitica en un entorno reducido V' (zp) — {20}
del punto zy. Entonces:

Res (/(2), = 20) = ooy [ = 2002, 2.)

En particular, si zy es un polo simple, es decir, de orden k = 1, entonces, (2.1) se
convierte en

Res (/(2). 2 = 20) = I (= = 20)/(2) 22

 Sif(z) = %, donde P, @ son analiticas en zy, P(zp) # 0y 2o es un cero simple de @,
entonces:

Res (f(2),z = 29) = P(z) (2.3)

Q' ()
Si f es analitica en un entorno del punto del infinito, es decir, en un conjunto incluido en
un abierto del tipo |z| > 7, se llama residuo de f en el punto del infinito, el nimero:

Res (f(2), = = 00) = Res (—éf G)z - o)

93
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= Si f es una funcién racional, de forma que el grado del denominador supera al menos en
dos unidades al numerador, entonces:

Res(f(z),z=00)=0

El siguiente teorema es uno de los més importantes de la variable compleja:

Teorema 2.1 (de los residuos) Sea D un abierto del plano completo C, y sea f una funcion
analitica en D, salvo en puntos aislados que son singulares para f. Si es I' el borde orientado
de un compacto A contenido en D, de forma que I no contiene ningun punto singular de f, ni
al punto del infinito, entonces, los puntos singulares z, contenidos en A son en niumero finito
y se cumple:

/ f(z)dz =2mi Y " Res(f(2), 2) (2.4)
r k

donde la suma estd extendida a todos los puntos singulares z, € A, pudiendo estar incluido el
punto del infinito.

Corolario 2.1.1 En las condiciones anteriores, si tomamos A = C, entonces I' = 0, y por

tanto:
> Res(f(2),2r) =0

k
es decir, la suma de todos los residuos, incluido el punto del infinito es cero.

2.2. Aplicaciones del teorema de los residuos al calculo
de integrales

2.2.1. Caso 1°
Integrales de la forma
27
I:/ R(sent,cost) dt
0

donde R es una funcién racional en sent y cost, sin polos sobre la circunferencia unidad |z| = 1.
En estas condiciones:

1 1 1 1 1
1—27TZZ€;Res (;R [Z (z—;),ﬂ<z+;)},2—zk> (2.5)

donde P es el conjunto de los polos de R contenidos en el interior del disco unidad.

2.2.2. Caso 2°

Integrales de la forma
+oo
I = / R(z) dx
—o
donde R es una funcién racional sin polos reales. La condicién necesaria y suficiente (ver capitulo
anterior) para que una integral del tipo anterior sea convergente es que el grado del denominador
sea al menos dos unidades superior al del numerador. En estas circunstancias, resulta:

I =2mi Z Res (R(z),z = zx)

zL €S
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donde S es el conjunto de los polos de R situados en el semiplano superior (3(z) > 0).

Teniendo en cuenta que una funcién racional posee un numero finito de polos en todo
el plano C, que la suma de todos los residuos es cero (incluido el punto del infinito), que
Res (R(z), z = o), por las hipé6tesis hechas sobre R, también resulta:

I = —2mi Z Res (R(z),z = zx)
2z €T

donde T es el conjunto de los polos de R situados en el semiplano inferior (J(z) < 0).
Los dos siguientes lemas, evitan molestas acotaciones que se presentan con bastante fre-
cuencia en la practica.

Lema 2.1 Sea f(z) una funcion continua en el sector a < argz < 3 y sear = |z|. Si C, es
un arco de circunferencia centrado en 0 y de radio r, contenida en el sector y

lim zf(2)=0

|z[—+o0

manteniéndose arg z entre a y (3, entonces:

lim f(z)dz=0

r—+400 C,
Lema 2.2 Con las mismas notaciones que en el lema anterior, si

limzf(2) =0

z—0

entonces:

r—0

h’m/ f(z)dz=0
Cr

2.2.3. Caso 3°

Integrales de la forma
+00

I(t) = /_ ¢t f(x)dr, teR (2.6)

o0

donde f es una funcién con un nimero finito de polos en el plano C, ninguno de los cuales
esta en el eje real. Se tienen las siguientes conclusiones:

1. Sit>0ylim_ i f(2) =0, para y > 0, entonces:

lim /T f(z)e™ dx = 2mi Z Res (f(2)e*, z = z,)

r—-+00
zZLES

estando la suma extendida a todos los puntos singulares de f contenidos en el semiplano
superior (J(z) > 0).

2. Sit<0ylimp ;e f(2) =0, para y < 0, entonces:

lim /_T f(x)e™ dv = —2mi Z Res (f(2)e", 2 = z)

r—-+00
2 €T

estando la suma extendida a todos los puntos singulares de f contenidos en el semiplano
inferior (J(z) < 0).
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A considerar son también las siguientes conclusiones:

= Lema 2.3 Seat > 0 y f(2) una funcion definida en un sector del semiplano superior
y=(2) > 0. Silimp, i f(2) =0, y si C, representa una semicircunferencia, centrada
en 0 y de radio r, entonces:

lim / f(2)e™*dz =0
Cr

r—-+00

Si la integral (2.6) es convergente, entonces:

r——400

r +oo
lim / f(z)e™ dx = f(z)e™ da

Si lim|.|—e 2f(2) = 0, entonces, la integral es convergente, y por tanto, se cumple la
relacién anterior.

Si f es una funcion racional, es decir f = —, con P, polinomios complejos, entonces,

si grado()) > grado(P) + 1 = I(t) converge. Si grado(Q)) > grado(P) + 2 = I(t)
converge absolutamente.

Si la funcién f(z) posee un polo simple real, conviene hacer un estudio especial rodeando
dicho polo con un semicirculo de radio pequeno, contenido en el semiplano superior o
inferior respectivamente, segin sea t > 0 o t < 0. Es de utilidad en este caso, el siguiente:

Lema 2.4 Si z = 0 es un polo simple de una funcién analitica g(z) y C(e) designa
la semicircunferencia centrada en 0, de radio €, contenida en el semiplano superior, y
orientada como indica la figura siguiente:

entonces

lim g(z)dz = —miRes (g,0)
=0Jee
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2.2.4. Caso 4°

Integrales de la forma

X

T R(x
I(a) = / (a) dr, a€C (2.7)
0
donde se admiten las siguientes hipotesis, que son las que aseguran la convergencia de la integral
impropia:

H;. R es una funcién racional, sin polos en el semieje real positivo, y como minimo
con un cero simple en el punto del infinito, es decir, el grado del denominador ha de ser,
al menos, una unidad superior al numerador.

H;. 0< §R(CL> <1
En estas circunstancias, se tiene

I(a):% 3 Res(RZ(?):SZ”; 3 Res(%) (2.8)

polos de R polos de R

Como elegir una determinacién de z* equivale a determinar el arg z, en virtud de:
24 — 6alogz — ea(log\z\—l—zargz)

se toma 0 < arg z < 27.
Derivando n veces la férmula (2.8):

/0+oo W do = (—1)"2m’j; {1 - 61_27% S Res (Rz(j)) } (2.9)

polos de R

y en este punto, anadimos una nueva hipétesis a la funcién racional R:

H;. El punto del infinito es como minimo un cero doble de R, es decir, el grado del denominador
de R es al menos dos unidades superior al numerador.

Entonces, tomando limites cuando a — 0 en (2.8) y (2.9) obtenemos:

oo ) 2mi R(z)
/0 R(l’) dr = tlll_rf(l) [m Z Res ( ~a ) (210)
polos de R
oo n 1 d 1 R(z)
/0 R(z)log" xdx = (—1)"2mi llllir(l) {% [m pOk;c RRes ( o ) (2.11)

La férmulas (2.9) y (2.11) incluyen derivadas de orden n, y por tanto, salvo excepciones, de
calculos complicados, por lo que debe procurarse, siempre que sea posible, simplificarlos, me-
diante desarrollos conocidos de las funciones que se van a derivar.
Caso particular

Supongamos que R toma valores reales cuando x es real. Entonces:

/0+°° R(z)logz dr = —%5]? [ Z Res (R(2) log? z)] (2.12)

polos de R

/0 " R d —%s [ S Res (B(2) log? z)] (2.13)

polos de R
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2.3. Apéndices

2.3.1. Numeros de Euler
1

La funcién sec z = es par y analitica en z = 0, luego su desarrollo de Taylor alrededor

cos z
de este punto solo contiene potencias pares de z, y es por tanto de la forma

o
secz = E anz®™,  ag=sec0 =1
n=0

Si definimos E,, = (2n)!a,, entonces:

[e.9]

E, o,
secz = Z (2n)!Z2 , Eo=1 (2.14)

n=0

Los coeficientes E,, se llaman niimeros de Euler. Como ademas, es

0 2n
0 ?
cos z = E (—1) o)
n=0

y teniendo en cuenta que cos z - COISZ = 1, utilizando el producto de Cauchy de dos series de

potencias, obtenemos la férmula recurrente:

Zn:(—l)’“Ek @Z) =0, n>1, =1 (2.15)

k=0

Los primeros nimeros de Euler son:

E, =1, Ey =5, E5 =061, £y = 1385

2.3.2. Numeros de Bernoulli

La funcién — es analitica en z = 0, su desarrollo de Taylor alrededor de este punto es,
e —

por definicién

z . B
62_1 :Zn—TZn’ ‘Z| <27T
n=0 ’

Los numeros B,, se llaman ntimeros de Bernoulli. Como

© — 1= By=1
er —1 z=0
Teniendo en cuenta que:
= 1 -1 = 1
e = == — n
nZ:O nl” z HZ:O (n+ 1)!Z

y como ademas

z e —1 ~. B, ad 1
1 = . — -n_n n
e* —1 2 (Z nl ) (Z(n+1)!z)
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la férmula del producto de Cauchy de dos series de potencias

o [o¢] o0 n
E anz” | - E b,2" | = E 2", Cp = E apbn_1
n=0 n=0 n=0 k=0

da la identidad

"\ By 1 -
e = n
| — | ! -
— (n—Fk+1)
o bien .
1
) <”Z )Bk:O, n>1 (2.16)
k=0

La férmula recurrente (2.16) junto con la condicién inicial By = 1, permite calcular los nimeros
de Bernoulli. Veamos algunos ejemplos:

= Tomemos n =1 en (2.16)

1
2 1
Z<k>Bk:O:>BO+231:0:>Blz—§
k=0
» Tomemos n = 2 en (2.16)

2

1
3 1
k=0

Si en (2.16) sumamos B, a ambos lados

n+1
n+1
B =Z< I )Bk

k=0

Si llamamos m = n + 1, queda como

B, = i <m> By, m>2 (2.17)

o \F
expresion mas habitual que (2.16). La férmula (2.17) puede memorizarse como
B,=(B+1)"

y en el segundo miembro utilizamos el desarrollo del binomio, cambiando la potencia B* por el
numero Bj.
Teniendo en cuenta los calculos anteriores, es
z z

ec—1 2

Sea

fle)= =+ 2=
Veamos que f es par. En efecto
B e *(14+e*)  e+1
f(=2) = (=) () e = e = )

luego todos los ntimeros de Bernoulli de indice impar son 0, salvo el By, es decir

e_z+1_
e —1

By,.1 =0, paratodon>1
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2.4. Problemas

Problema 2.1 Sea n entero, n > 0. Calcular:
27
1, = / cos™ t dt
0
Estamos en el caso 1°. Sea

1 [1 1\ 1 1 11 NN 12+
f(z)_ER[Z<Z_Z)’§<Z+Z)]_227<Z+2) =g T

y el tnico polo de esta funcién contenido en el disco unidad es z = 0. Aplicando (2.5), es:

I, =271 Res (f(2),z =0)

Para el calculo del residuo, tenemos, por el desarrollo del binomio

(2 +1)" = i <Z) 22— f(2) = %i (Z) 2h—n—1

k=0 k=0
Hemos de ver para qué k es 2k —n — 1 = —1, es decir, n = 2k. Si n es impar, esta igualdad es
imposible, y si n es par, n = 2p, entonces k = p, luego:
0, si n es impar
Res(f(z),2=0)=14 "
27(p)> sin es par, n = 2p
y por consiguiente:
0, si n es impar
I, =< 27 (2p , _ (2.18)
T ) si m es par, n = 2p

Aqui finaliza el problema. No obstante, veamos otra forma, utilizando funciones eulerianas.
Como en la expresién (1.25), pag. 12, la variable corre de 0 a 7/2, hemos de hacer algunos
arreglos. Sean k,m,n € Z, k >0, m,n > 0 y sea
(k+1)m
2
J(k,m,n) = sen™ z cos” x dx

Em
2

Efectuando en esta integral del cambio de variable z = 7 + ¢, resulta
km

J(k,m,n) = (—1)”/ © cos™tsen™tdt = ()" J(k —1,n,m)

(k—=1)m

Sean:

k=0

: 1 (m+1 n+1
sen" rcos"xdr ==-B 5

2 3

T(m,n) :/ sen” x cos" x dr = ZJ(k,m,n)
0

I(m,n) =

0 2
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Por la simetria de la funcién B, es I(m,n) = I(n,m). En fin:

J(3,m,n) = (=1)"J(2,n,m) = (—1)""J(1,m,n) = (—=1)>"*"J(0,n,m) = (—=1)™1(m,n)
J(2,m,n) = (=1)"J(1,n,m) = (=1)"""J(0,m,n) = (—1)"""1(m,n)
J(1,m,n) = (=1)"J(0,n,m) = (—=1)"I(m,n)

Luego

T(m,n) = [1 + (=1)" 4+ (=1)"" + (—1)"} I(m,n) =
=1+ (=1)"][1+ (=1)"]I(m,n) = 4p(m)p(n)I(m,n)

donde p(u) es la funcién caracteristica de los niimeros pares, es decir:

1+ (=1)" 1, si u es par
p(u)_#_{

2 0, si u es impar
Finalmente ) ]
m+1 n+
) = 2p(m)p(y ("5 5 )

Para nuestro problema:

1, = T(0,n) = 2p(0)p(n) B (% ”T“) o) B G nt 1)

Si n es impar, p(n) = 0, y por tanto I,, = 0, y si n es par, n = 2p:

1 1 2w (2p
In:2B(§,p+§):{por(1.45)}:ﬁ( )

p
es decir, otra vez (2.18).

Problema 2.2 Calcular

21 2 (nt
sen? (&
I, = / 7(2)0%, n entero > 1
0

sen? (%)

Los puntos t = 0, 27 anulan el denominador, y por tanto, I,, es impropia en ellos. Ahora bien:

2 (nt 2) 2
>en (f) ~ (nt/2) =n?, cuando t — 0
sen? (1) (t/2)?

luego la integral converge para el limite t = 0. De forma parecida para t = 27. Por otro lado:

sen(nt/2)  [(em/2 —em ) /20)]° 1 (e 1)
sen?(t/2)  [(et/2 — e-it/2)/(2)]7 €D (et —1)2
y en consecuencia:
: 1 (2" —1)?
L= | — =% 2.1
(25 /Cz“(z—l)QdZ (2.19)

siendo C' la cicunferencia unidad recorrida en sentido directo, es decir, z = €', t € [0, 27]. Sea

F(z) = 1 (2" —1)3

T (2 —1)2
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Esta funcién es analitica en z = 1, pues la raiz doble z = 1 del denominador, también la posee
el numerador, y en la divisién se cancela. La tnica singularidad de f es un polo de orden n en
z = 0. Luego

/ f(z)dz =2miRes (f(z),z2=0)
c
y sustituyendo en (2.19)

I, =271 Res (f(2),z =0)
Veamos el calculo del residuo. Como

2" —1

i =142+ 42" = f(2) =
Z_

Zin(l+z+-~-+z"‘1)(1—l—z—|—~-~+z"—1)
luego en el producto
(T4+z+- 42" (14+z+ 42"

hemos de calcular el coeficiente de 2"~ (para que al dividir por 2" resulte 1/z), que a simple
vista resulta n, con lo cual
I, = 2mn

Problema 2.3 Calcular

27

sen nt

I, = / dt, n entero >0
o sent

Los puntos t = 0, 7, 27 anulan el denominador, y por tanto, I,, es impropia en ellos. Operando
de forma similar a como se ha hecho en el problema anterior, se ve en seguida que la integral
converge en dichos puntos. Ademas:

sennt et — et 1 e¥rt—1
sent | et —e—it  piln—1)t e2it _ |
y en consecuencia:
, 122 —1
il,= | — dz (2.20)

ot z2?2—1

siendo C' la cicunferencia unidad recorrida en sentido directo, es decir, z = €', ¢ € [0, 27]. Sea

2n
O a—

z2n 22 —1

Esta funcién es analitica en los puntos z = =1, como es sencillo de comprobar. La tnica
singularidad de f es un polo de orden n en z = 0. Luego

/ f(2)dz =2miRes (f(z),z=0)
c
y sustituyendo en (2.20)
I, = 2w Res(f(z),z2=0)
Para calcular el residuo nos basamos en la identidad
2n n—1

S =l T = () =)
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Hemos de buscar para qué k es 2k —n = —1, o bien 2k = n — 1. Si n es par, esto es imposible,
y si n es impar, n = 2p + 1, entonces k = p, y el correspondiente coeficiente es 1, luego

I 0, si n es par
n — . .
2T, sl . es impar

Problema 2.4 Calcular

T cosnt dt
I(a) = ) eR, 1
(a) /0 1—2acost + a2 lal #

Como el recorrido de ¢ no va de 0 a 27, la integral no se corresponde con el modelo 1°, por lo

cosnt
sea
1 —2acost + a? Y

que hay que hacer arreglos. Sea ¢(t) =

J(a) :/O%g(t) dt:/oﬂg(t) dt+/:wg(t) dt:I(a)Jr/:wg(t) it

Si hacemos en ésta tultima integral el cambio de variable x = 27 — ¢, resulta

/Wg(t) dt:/OWg(t) dt — J(a) = 21(a)

Zn

S =
ea f(z) o=
e, t € [0, 27, entonces:

/C f(2) dz = —ai /O " : et o= /0 T M k(e — aid(e)

et —a)(e " — 1 —2acost + a?

, v C la circunferencia unidad recorrida en sentido directo, C' = z =

2T . . . .
con K(a) = —senntdt " Gj es R la suma de los residuos de f en el interior de C, por el
0 1—2acost+a ’

teorema de los residuos

/C f(2)dz = 2miR

luego
. . 2m T
aK(a) —aiJ(a) =271iR = J(a) = ——R(R) = I(a) = ——R(R)
a a
Para el calculo de R, se nos presentan dos casos:
= |a| < 1, entonces a esta dentro de C'y 1/a fuera, luego
n n+1 n+1 n
R=Res(f(z),z=a)=lim—— = = — [(a) = —g; — = 1712

oz -1 21

m |a| > 1, entonces 1/a estd dentro de C'y a fuera, luego

RzRes(f(z),z:é):lim G L = I(a) =
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En definitiva:

n

Ta ,
, sifa] <1
1 —a?
I(a) = -
— i > 1
T @E 1)’ si |al

La segunda parte la podiamos haber obtenido de otra forma, més larga, aunque interesante.
En concreto, supongamos conocido I(a) para |a| < 1. Entonces, si |a| > 1, es }%} < 1,y por

tanto: ) - )
ey ™a
(1) = o _ 2.21
(a) 1—(}2 a™(a®—1) ( )
Ahora bien:
1 T cosntdt T a?cosntdt
e :/ . 1:/ : — @*I(a)
a o 1—=cost+ = g a* —2acost+1
Luego:

ma s

I(a) = L (%) = {por (2.21)} = 1 -

a? a’?a™(a®>—1) a(a®—1)

para |a| > 1, como pretendiamos.

Problema 2.5 Calcular las integrales:

too 2 dx too 22 dx
I(a) = /0 (22 + a?)?’ J(a) = /0 (22 + a?)?

No es restriccion suponer que a > 0. Entonces:

1 [t 2dt 1 [T 2dt
] p— p— t p— _— = — —_—
(a) = {w = at} a/o 1+2)2 2a /_w (1+2)?

2

y estamos por tanto en el caso 2°. La funcién f(z) = 5 tiene solamente dos polos,

z
(1+2?%)
z = +1, ambos dobles. En el semiplano superior solamente estd z = ¢, luego

Ahora bien

luego

Derivando respecto a a:

T T 9 x? T 22 dr T
—_—— = I, — —_— _— = —4 . _
4a? (a) /0 da {(xz + aQ)Z} da a/o (22 4 a?)? — Ja) 16a®

Por 1ltimo, como I y J son pares, resulta finalmente:

s s

I(a) = M, J(a) = W
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Problema 2.6 Calcular

oo x?dx
I = R
(a) /0 (x* + 1) (22 + a?)’ @<

Como [ es par, no supone restriccion suponer que a > 0. Hagamos algunos arreglos:

x? P +adr-a® 1 a? (2.22)
(xt + 1) (22 +a?) (2 +1)(22+a2?) 24+1 (244 1) (22 +a?) '

Descomponiendo en fracciones simples:

1 1 1 r? — a?
(2 + 1) (22 +a?)  a*+1\224+a?2 2441
Sustituyendo en (2.22) y simplificando:

x? 1 1 a? 1 a? x?

= - +
(z*+1)(22+a?) a*+12t+1 a*+1224a® a*+12%41

Por consiguiente:

1 +o0 d 2 +00 d 2 400 Zd
I(a) = — / ro_ ¢ / T4 - / - (2.23)
at+1 ), 2*4+1 a*+1), 224a*> da*+1), z*+1

La de enmedio es inmediata:

T dx 1 [T dt 1 " 7r
/0 2+ a? {w =at} a/o 1+ ¢ a[arc 8tlo 2a

Quedan por calcular estas dos:

/+°° dx /+°° x2dx
o 41 Jy  zt+1

+oo l’2k
/ ———dz, k=061
o T*+1

que las podemos unificar como

ZZk

Sea f(z2) = ——, k=061, luego

24417
+o0 2k “+oo 2k
T 1 T 1
/0 Al 2/_00 A1 T

siendo R la suma de los residuos de los polos de f situados en el semiplano superior. Como

. (2k+1)i
Arl=0=2t=-1=em? — ; —¢" 7, k=0,1,2,3
Los incluidos en el semiplano superior son:

20 = em/47 2 = e37r2/4 — _€—7r2/4
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Ahora bien, para u = zg, 21 es:

w2k .
Res (f(2),2 =u) = — = {y como v* = —1/u} = _Zu%ﬂ

4B
luego
oo 2k dy 1 1 )
/0 o — (_izgk-i-l _ szk—i-l) == (ng+1 i Z%k-ﬁ-l) (2.24)

Para k = 0, (2.24) se convierte en:

T T, ri/d —mild T T
_Z(ZO_I_Zl):_Z (e A e/ ) :—ZQZsen <Z> =
es decir:
/+°° dv ™2
o 14zt 4
Para k =1, (2.24) se convierte en:
3 1
i 0T T i 1 1 i 20 + 2
4(20+Z1> 23:_l 4 ( % Zl) 4 zom
1 =
i e™/t — e/ i, (7?) ™2
= — =——2sen (— ) = ——
4 -1 4 4 4

es decir:

/ T 2 dx ™2
o L+t 4
Recopilando resultados, sustituyendo en (2.23) y simplificando

B m/2(a? — V2a + 1)
o) = —1@+ 1

Una simplificacion mas. Teniendo en cuenta que:
a*+1=(a®>+v2a+1)(a®> = V2a+1)

queda

o
I(a) = 4(a® +v2a +1)

Por 1ltimo, si a < 0, es —a > 0, luego:

™2

I(—a) = = I(a), por ser I par

a>0

luego, finalmente:

e
I(a)_4(a2+\/§|a|+1)7 acR

Nota final: no habia ninguna necesidad de arrastrar las dos integrales:

/+°° dx /+°° x?dx
o 41 Jy at41
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/—l-oo 1'2 dx B B 1 B /+oo dy
o TiH+1 A o l+yt
En otras palabras, ambas son iguales, cosa que ya habiamos probado antes, mediante célculo

explicito.

Problema 2.7 Calcular

ya que

I_/+°°d7x abeR ab>0 neN
- 0 (a+bx2)n7 9 9 9 9

Mediante el cambio de variable x = \/%t, resulta

1 /+°° dt
] = 17 = . A~
av~z - b2 Jo (12"

too gt 1 [T dt 1
! /0 1+ ) 2/_00 1+ 2 ikt =mik

Sea

siendo R la suma de los residuos de la funcién f(z) = situados en el semiplano

1
(1+22)n
superior. Solamente hay uno, z = 7, luego

I, = miRes (f(2),z = 1)

Para el cdlculo del residuo anterior escribimos:

f(2) = —

(z =)

9(2), 9(z) = =(z+49)™

(z410)n

La funcién ¢ es analitica en z = i, luego hemos de buscar el coeficiente de orden n — 1 del
desarrollo de Taylor de g alrededor de z = i, para lo cual utilizamos el desarrollo de la serie

bindémicas: -
(142 =3 ('Z)zk 2] < 1
k=0
En fin

b=z i+ 2i=2i (1+22_,Z) — (i) = (20)7" (1+22_,Z)
1 1

(+59) -2 () )

luego el coeficiente de orden n — 1 de este desarrollo es (n__”l)(zi)%, y por tanto:

Res (7). =) = o () ) s

Teniendo en cuenta la propiedad de los coeficientes binémicos del indice superior negativo:

(£)- ()= () ()

y por consiguiente:
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2n -2\ 1 1 T (2n—2
. . n—1 —
Il = 7TZ(—1> ( n—1 ) 22n_1 ,L’2n—1 - 2211—1 (n —1 )

resultado ya obtenido por otro procedimiento (ver (1.39), pag. 15). En conclusién:

/+°° de 2n — 2
o (a+br?)n  gns . ps. 921\ n—1

Problema 2.8 Sea n un entero > 2. Calcular

In:/m dz
0 1+£L’"

integrando la funcién a lo largo del contorno de la siguiente figura:

resulta

)

[NIES

A r- 627r2'/n
|
| s
| &
| 27 /n \
|
|
O, Cy r
1
Sea f(z) = T y sea C' = C 4+ Cy + C3 la curva orientada como muestra la figura. Tenemos
/ f(z)dz= [ f(zx)dz+ [ f(x)dz+ | f(2)dz
C Ch Co Cs
Ahora bien:

» En Cyes 2z =2z, x € [0,r], luego

" dx
d:
REL Al+ﬂ

, con t decreciendo de r a 0, luego

0 r
fe) e = [ —gmin [
Cs N o 1L+a"

» En Cyes z=t-e2mi/m

luego

1+ an

Por el teorema de los residuos, hemos de encontrar los residuos en los polos de f contenidos en
el interior de C'. Para ello:

/Cf(z)dz:@—e%i/n) /O @@ _ | C2f(z)dz

M l=0=2"=—1=¢0T7h — 5 — @D/ 01, n—1

El tnico polo contenido en el interior de C' es zg = €™, luego

/Cf(z) dz =2miRes (f(2),z = 20)
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Ahora bien X
Res (f(2),2 = 2) = —— = {y como zj = —1} = _2
nzo n

En definitiva:

/Cf(Z) dz = (1—e*™/m) /OT’ : jl_xxn + . f(2)dz = 27i <—%) - _

271

ewi/n

69

Tomando limites cuando r — 400 y teniendo en cuenta que al ser n > 2 = limy.|_ o0 2f(2) =

0, luego, por el lema 2.1 es lim,_, f02 f(2)dz =0, y en definitiva

. T dy 2w .
_ 2mi/n — _ mi/n
(1 € ) /0 1+ an n ¢

Simplifiquemos este resultado:

/ T dx ori  emi/n 2mi emi/n
0

1+ xn - n 1 — e2mi/n - _7 emi/n (e—wi/n _ ewi/n) -

T 21 T 1

T nem/n —emin psen (%)

Resultado ya obtenido por otro procedimiento (ver (1.36), pag. 14).

Problema 2.9 Calcular oo it
o 1T d
I(t) = / c T teR

o 1+a22

Esta integral es del tipo 3°. Supongamos primeramente que t > 0. Sea f(z) =

polo de f contenido en el semiplano superior es z = 4, con
eitz » eztz e—t ,€_t
Res | ——,2=i)|=—=—=[(t) =2mi— =me'
22+1

Por otro lado

I(—t) = /jw R /jw T

o l+2x2 o 14 u?
es decir, I es par, por tanto, sea ahora t < 0, entonces:
I(—t) =me' = I(t) = I(t) = me’, parat <0

Los dos resultados

met, sit>0
I(t) =4 .
me', sit<O0

se pueden agrupar en uno solo, en concreto

I(t) =me ¥, paratodoteR

_1
1422

El tnico

Problema 2.10 Calcular
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Sea f(z) = % Los polos de f son z; = e*™/3, 2, = ¢=27/3 de los cuales z; es el tnico que
estd situado en el semiplano superior. Ademas
‘ eitz1 6—it/2e—t\/§/2
Res (f(2)e™*, z = z) = =
(/) 1) 22 + 1 i3
luego
—il2e=1V3/2 9n /3 : 27V/3 t t
I(t) = omis ¢ = er_tﬁ/ze_’t/Q = 7T—\/_6_W§/2 COsS — — i sen —
iv3 3 3 2 2

Problema 2.11 Calcular

oo 2ax — 2b
I(a,b) = / cos 2ax — cos 2bx dr. abeR
0

22

sen? z dx
x2

“+oo
y como consecuencia, deducir el valor de /
0

Como la funcién cos es par, no supone restriccién asumir inicialmente que a,b > 0. Sea

622'(12 _ e2ibz
fe) =
Utilizando el desarrollo ¢* = Z %, obtenemos:
n=0
2i(a —
fo) = 2= e gy
z

lo que nos muestra que z = 0 es un polo simple de f y que Res(f(z),z=0) = 2i(a — b).
Integramos f(z) a lo largo del contorno C' = I + Cy + I + Cy, orientado como se muestra en

la siguiente figura:
&

Entonces:
/ f(z)dz= [ f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(2)dz=0 (2.25)
C I C1 I C2

ya que dentro de C no hay singularidades.

= En /] es z =z, con x creciendo de —r a —¢, luego:

—€ 2iax __ ,2ibx € ,—2iat __ ,—2ibt
f(z)dz:/ idmz{x:—t}:—/ SEE——
I - r

2 2
- x t

r 6—2mm _ e—2zbm
ol A a——
< X
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= En [y es z =z, con x creciendo de € a r, por tanto:

r 622'(196 o e2ibx

f(z)dz = / ———dx
12 € x
y por consiguiente

T 6—2iam _ e—2ibm + e2iam _ 62ibm T cos 2axr — cos 2bx
f(z)dz = 5 dr =2 5 dx
I1+1o £ Y £ x

luego (2.25) se convierte en:

12

2/ cos 2ax — cos 2bx da:+/ F()dz+ | f(zx)dz=0 (2.26)
€ 1

Ca

Por el lema 2.4:

h’m/ f(z)dz = —miRes (f(2),2 =0) = —mi(2i(a — b)) = 27 (a — b)
C1

e—0

luego, tomando limites en (2.26), cuando € — 0, ésta se convierte en:

5 /T cos 2ax — cos 2bx
0

5 de+2m(a—b)+ [ f(2)dz=0 (2.27)
T Cy

Como estamos suponiendo a,b > 0, y = J(2) > 0, x = R(z), entonces:

e2mz — €2mx . €—2ay s ‘622&2‘ — €—2ay S 1 ‘62mz . e22bz‘ S 2 s lim Zf(Z) =0

|z[—+o0

y por el lema 2.1, deducimos que lim,_, | o f02 f(2)dz = 0. Asi pues, tomando limites en (2.27)
cuando r — +00, ésta queda como

+oo 2ax — 2
/ cos 2ax — cos bxdm:ﬁ(b—a), b >0
0

12

Generalizando

T cos 2ax — cos 2bx
0 2

dz =m(|b] — |a|), a,beR (2.28)
Finalmente, tomando en esta expresién a = 0, b = 1 y considerando que 1 — cos 2z = 2sen? z,

obtenemos:
T sen? x T
5 dr = —
0 x 2

resultado ya obtenido por otro camino (ver problema 1.24, pag. 38).
Veamos otra forma de hacer el problema, mucho mas simple, combinando el teorema de

1z

e
los residuos y los métodos elementales. El contorno es el mismo, pero ahora es f(z) = —.
z

Obtenemos por procedimiento parecido:

2@'/ Gy f(z)dz+ | f(2)dz=0 (2.29)
e z C1 Ca
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por el lema 2.4:

e—0

h’m/ f(z)dz = —miRes (f(2),2=0)=—mi-1 = —mi
C1

luego, cuando € — 0, (2.29) se convierte en:

2@/ M e —wi+ | f(2)dz=0 (2.30)
0 xz Co

Ahora, en (2.30), tomamos limites cuando r — 400, y el lema 2.3 nos garantiza que

lim f(z)dz=0

r—-+00 Co

luego (2.30) queda como

+o0 +oo
2¢/ Senxd:c—m:o:>/ Senxdx:g (2.31)
0 0

a i

Este resultado es fundamental, ya que de él se deducen muchos otros, en particular, el de nuestro
problema. Mediante una sencilla integracion por partes, se demostrd (ver (1.72), pag. 38) que:

T 1 _ cosz T gen &
— dr = dx
0 x 0 x

En fin, supongamos en principio que a > 0, y sea:

J(a):/ ﬂdx:{yzgax}zga/ L8y gy~ 90T — 2
0 X 0 Yy 2

Como

too ] — —2 oo — 2
s = [ A2 | e = g = s pu

Sl a < O — J(_a) = W(_Q) = J(a) — J(CL) = —7a, es decir’ J(CL) — 7T‘a,| POI_ ﬁltlmo
Hab) = /+oo cos 2ax — cos 2bx gy /+oo (1 — cos2bx) — (1 — cos 2ax) p
0 0

2 2

= J(b) ~ J(a) = m(|b| — |al)

xr =

que es otra vez (2.28).

Problema 2.12 Calcular

+oo .2 2

r°—a“senw

L(a):/ ﬁ—da:, a€R
0o T+a*

T senx
dx
0 x

La funcién L es par, luego no supone restricciéon asumir inicialmente que a > 0. Sea

y como caso particular, deducir

9(2) = f(z)e”

2 .2
6= s ray
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Integramos ¢(z) a lo largo del contorno C' = I + C + I + Cy del problema anterior. Aplicando
las mismas técnicas y simplificando:

/Cg(z) dz = 2i / (2" —a¥)senw /C o(2)dz + /C g(2)dz = 2miR (2.32)

x(2? + a?)

siendo R la suma de lo residuos de g en las singularidades situadas en el semiplano superior.
La tUnica es z = ai, y

2 2

22 —a —2a?

R — ) — " iz _ iai __ a
es(9(2), z = ai) 2(z4ai) | _u ai(2az’)6 ©
Por el lema 2.4:
—a?
lim [ g(2)dz = —miRes (9(2),2 = 0) = —mi—5 = 7i
e—0 c a

luego, tomando limites en (2.32), cuando ¢ — 0, ésta se convierte en:

" (2? —a®)senzx _ L
2 =2 N 2.
Z/O P PR dx + mi + . f(2) dz = 2mie (2.33)

Como lim|.|—4 f(2) = 0, entonces, por el lema 2.3, deducimos que lim, 4 fc2 g(z)dz = 0.
Asf pues, tomando limites en (2.33) cuando r — 400, ésta queda como

400 (2 2
21’/ (@ 2& ) sen.z dr + 7 = 2mie™ @
0 (2% + a?)

Despejando

Y generalizando

T gen T
dr = —
0 xXr 2

Veamos otra forma mas sencilla de resolver el problema. Descomponiendo en fracciones
simples:
2 2

. 2 1 oo oo
. L - 2/ il / NE (2.34)
r(z?+a?) 22+a® =z o rr4a? 0 x

La primera integral es clave, ya que la segunda se reduce a la primera tomando a = 0. Asi pues,

todo se reduce a calcular N
> rsenw
J(a) = ——dx 2.35
=[5 (2.35)
Es evidente que J es par, asi pues, suponemos inicialmente a > 0. La integral (2.35) es del tipo

caso 3°, expresién (2.6), con f(2) = 27z, t = 1. Siguiendo la notacién de este caso:

](1):/ eidex:/ e”Ldsz/ er Ly (2.36)
- 0

2 2 2 2 2 2
oo zc-+a o T*Hta vt +a
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Ahora bien 0 N ,
. o0 —Y
/ L dm—{y——x}——/ Ldy
0

Sustituyendo en (2.36)
+°°x(el — ') rsenw
(1) = dx = 2iJ(a
(1) /0 % 4 a? / 2+ a? (a)
El tnico polo de f situado en el semlplano superior es z = at, luego

aZelaZ

](1):27rz'Res< 52 = ) —me“
+a

En fin

2iJ(a) = mie™* = J(a) = ge_“, a>0

Sia< 0= J(—a)=Fe* = J(a), ya que J es par, luego
7T .
56“, sia <0
Ja) =1 2 |
56_[1, sia>0

o bien J(a) = Ze71%, a € R. Luego J(0) = Z, y con estos datos:

M@:zﬂ@_gzﬁ<€m_%)

Por 1ltimo, la integral que define a J esta calculada por métodos elementales en el problema
1.27, pagina 44, apartado (c), parax =1y a > 0.

Problema 2.13 Sea a > 0 y s € R. Pruébese que se tiene

T cos s T sen sa
= 2.37
/0 chx +cha v shmwssha (2:37)
integrando la funcién f(z) = heﬁ a lo largo del borde del rectangulo C' que tiene por
chz+c

vértices £r, +r + 2.

Sea C'= 1 + I, + I3 + I, el contorno orientado como se muestra en la siguiente figura:

—r 4+ 271 I3 r 4+ 2m
I, I,
T O T rd
Por el teorema de los residuos:
/ﬂ@@: Fde+ [ fydz+ [ f2)de+ | f(z)dz = 2miR (2.38)
C I I I3 Iy

siendo R la suma de los residuos de f en las singularidades contenidas en el interior de C.
Ahora bien:
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= En [; es z =z, con x creciendo de —r a r, luego:

T eZSZE
n f(z)dz = /T chz+cha da

s En I3 es z =2+ 27, con x decreciendo de r a —r, por tanto:

y —r eis(m+27ri) J 2_27TS r elisT J
Igf(z) Z_/,, ch(z + 27i) + cha e /_Tchat+cha v

donde hemos utilizado el hecho de que la funcién ch es periédica de periodo 27i.

Agrupando estas dos:

Coms r 6ism
/IIHSf(z)dz: [ seyaes [ feyie= (e )/_dex (2.39)

Como

/0 elisT " { } /0 e isu y /7‘ 6—isx "
B — =1 —T =Ur = — — aQu = B —
_,chz+cha , chu+cha o chz+cha

Luego, (2.39) queda como:

T elst 4 pTisT " cossx
d — 1 _ ,—2ms - = d — 2 1 _ ,—2ms / R d
/Il+13f(z) : ( ‘ )/0 chz +cha v ( ‘ ) o chz+cha v

En Iy es z=r+it, con t € [0,27], dz = idt, luego:

2m 6is(r+it) ] 2m 6—st
ge — dt = i di
I f(z)dz /0 ch(r 4 it) + ch a e /0 ch(r +it) + cha

Como
ch(r—+it) = chr-cost4ishr-sent = |ch(r + it)|* = cos® t4+sh?r > sh®r = [ch(r + it)| > shr
luego, si r es suficientemente grande:
|ch(r +it) — cha| > || ch(r +it)| — cha| > shr —cha
y en consecuencia

M 2
< —) M:/ e dt
shr —cha 0

donde M es independiente de r. Como lim, ., shr = +00 = lim,_,, o, fb f(z)dz = 0. De
forma analoga

f(z)dz
I

lim f(z)dz=0

r—-+00 Iy

En definitiva, tomando limites cuando r — 400 en (2.38), resulta:

T cos sk
2(1—e % —dx =27iR 2.40
( c )/0 chz +cha * ™ (240)
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Veamos ahora qué polos de f estan contenidos en el interior de C. Seran los ceros de ch z+ch a.
Como ch z = cos iz, entonces

ch z + cha = cos(iz) + cos(ia) = 2 cos <@) cos <@) =0

Ahora bien, la ecuacién cosu = 0, u € C tiene como soluciones u = (2k + 1)3, k € Z. Por
tanto:

cos <Z(22+a)> =0<=2=—a+ (2k+1)mi, ke

cos <Z(Z2_a)> =0<=z=a+ 2k+1)mi, keZ

Si r es suficientemente grande, los tinicos polos (simples) son para k = 0, es decir:

Zo=—a+mi, 2z =a+7
Calculemos los residuos:
Res (f(z) ) o {célculos} e
zZ). 2z =2z0) = = u =
’ 0 sh 2 sha
eiszl 6isa .o TS
Res y R = = = {calculos} = —
(F(2)o2 = 22) = S = {eileulos} =~
luego
e s , , 4me” ™ sen as
R =27 —isa __ isa\ _
m sha (e c ) sha

Sustituyendo en (2.40) y simplificando obtenemos (2.37).

Problema 2.14 Sea n un entero > 0, a € R. Estudiar la convergencia de la integral

+0o0o a
I(a) = / Y de
0

y calcularla:

= Por el método general (caso 4°, férmula (2.8)).

= Por aplicacién del teorema de los residuos a la funcién f(z) = 1_'7_ a lo largo del
ZTL

sector del problema 2.8.

Deducir del apartado anterior, la relacion de Euler:

+oo b1 o
/ drx = , 0<b<1 (2.41)
0o 1+ sen b
Sea f(x) = * Si a <0, I(a) es impropia en 0, asi pues, sean:

14 2n

I(a) :/0 f(z)dz, Ir(a) = Oof(x) dz, I(a) = I(a) + Iz(a)

1
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Como 142" ~ 1 cuando x — 0 = f(x) ~ 2 cuando = — 0, luego I, (a) converge si a+1 > 0.

X

Como 1+ 2™ ~ 2" cuando z — +o00 = f(x) ~ — = cuando z — 400, luego I1(a)
n l;n—a

converge sin —a > 1, o bien n > a + 1. En conclusion:

l(a)<=n>a+1>0

Calculemos I(a). Sea f(z) = 1427 (2.7), cambiamos a por —a,
Zn
luego (2.8) queda como
7r —Tia
= Res (2" 0<argz<?2 2.42
(@) sen wa polg;ef es (2°f(2)), <argz <27 (2.42)

Los polos de f son los ceros de 1 + 2™, es decir:

. (2k+1)i
= l=e ) — o — e k=0,1,...,n—1

Y

y los residuos:

a a 1
Res (2°f(2), 2z = zx) = Res (27, z = zk) = z:_l = {y como 2} = —1} = ——2¢*!
n

14 27 nz,
Sea
1 n—1 1 n—1 '
R= 3 Res(zf(z)) = — >zt =~ 3 %1 = grleriim
polos de f n k=0 n k=0

La expresién anterior es suma de los términos de una progresién geométrica de razon r? y n
sumandos, luego:

2n(a+1)i _ 1

—1 €
2k+1 __ _ m(a+1)i/n
Z r T 1 € c2r(atDi/n 1

y ahora, hemos de proceder con sumo cuidado a simplificar. Para ello utilizamos la identidad:
e —1 ="/ (ei'z/2 — e_iz/2) = 2ie”*/% sen (g) (2.43)
En fin, primero el numerador:
2t )i ] = g2mai  2m ] — 27l _ ] — {» = 27g en (2.43)} = 2ie™ sen 7a

Ahora el denominador:

e2matim _ 1 — {7 = 9m(a+1)/n en (2.43)} = 2ie™ @/ gen ma+1)
n
luego
Z 2L _ grlatDifn 2ie™ sen ma, _ e sen Ta
2ier(atl)i/n gen —”(“:1) sen —W(“:l)

Sustituyendo en (2.42) y simplificando:

(2.44)
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Za

1+ 27

Veamos la segunda parte. Sea f(z) = . Con las mismas notaciones que en el problema

2.8, tenemos:
[s@ra= [ j@ra+ [ st [ 5 =2mn
c 1 Co 03

siendo R la suma de los residuos en las singularidades de f contenidas en el interior del sector.
Ahora bien:

» En C) es z =z, con x € [0, 7], luego:

r :I:a
le(z)dz-/o 1+$ndz

, con t decreciendo de r a 0, por tanto:

» En C5 es z = te?™/™

0 t627ri/n a ' ' roota
o= [UED gy = et "y
Cs r 0

1+4tn 14tn

luego

) rooge

(1 — e2mitet/n) / dt+ | f(2)dz =2miR (2.45)
0 1 + " Co
Como
Za—l—l 0
lim z lim =
|2|—+00 J(z) = |z|>+o00 1 + 27

ya que, por hipdtesis, es n > a + 1, resulta por el lema 2.1 que

lim f(z)dz =

r—-+00 Co

La tnica singularidad contenida dentro del sector es zy = e™/", y el residuo se ha calculado en
el apartado anterior, en concreto:

@ 1 1 ,
Res ( : 2= zo> = — 0t = _Zerlatl)i/n
n

1+ 27 n

En fin, tomando limites cuando r — 400 en (2.45), obtenemos

(1 . e27ri(a+1)/n) /+Oo t dt = _@eﬂ(aﬂ)i/n
o 141" n
Simplificando, volvemos a obtener (2.44).
Por 1ltimo, si tomamos n =1, a = b — 1, la condicién n > 14+ a > 0 equivale a 0 < b < 1,
y (2.44) se convierte en (2.41).
Nota final: el problema es mucho mas sencillo utilizando las funciones eulerianas. En concreto:

+o0 a 1 +oo , (a+1)/n—1
o= [ ==y = L [T,
0 nJo

14 an 14+u

1 1 1 1
B(a+ ’1_a+):_r<a+ )F( )
n n n n n

1 T

féormula de los complementos (1.13)} = —

1 1
:{tomamosx—i,yzl o 129}
n
1
n
=1 N sen —”(“:1)
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otra vez (2.44).

Problema 2.15 Estudiar la convergencia de la integral

+oo P
I ) = ) ) ERa €] — )
(p.9) /0 22+ 2rcosqg+ 1 P-4 g €] —m |

y calcular su valor.

xl”
Sea f(z) = 224+ 2rcosq+1’
Como 2% +2x cosq+1 ~ 1 cuando x — 0, entonces f(x) ~ zP cuando  — 0, luego I converge
para el limite de integraciéon 0 cuando p +1 > 0, es decir p > —1. Cuando * — +oo, es
22 4+ 2xcosq+ 1 ~ 22, luego

la funcién subintegral. Si p < 0, la integral es impropia en 0.

fa)~ =

x?  x*P
luego I converge si 2 —p > 1, o bien p < 1, y en consecuencia

dl(p,q) <= —-1<p<1

Calculemos ahora la integral. Al ser 2? + 2z cosq + 1 = (SL’ + eiq) (SL’ + e‘iq), descomponiendo
en fracciones simples:

1 1 1 1
224 2xcosq+1  2iseng \z+e" x4 eid

resulta

1 +oo P +o00 2P 1
1 = —dr — —dx| = J(p,q) — J(p, —
(P, 9) 2i sen q [/0 P /0 x + ek x} 2i sen q 7. q) (P, )]
+o00 P

siendo J(p,q) = / e dx. Calculemos pues J. Es una integral del caso 4°, con a = —p,

0 Tr+et
1 .
R(z) = ——. El Uni lode R = —e "
(2) o unico polo de R es z ey

2P —iq\P —i in mip ,—i
Res (7z n e ZO) =25 = (—e q) = (—1)Pe P ={e" = -1} = "Pe™'®?

En el razonamiento anterior es (—1)? = €™, debido a la eleccién del argumento del caso 4°, en
que ha de ser 0 < arg z < 27. Sustituyendo en (2.8)

Te T e P
T(p,a) = — T —
sen wp sen mp
y por tanto . .
1 me~ P4 me'Pd T senpq
isenq | senmp  senmp sen p sen q
En definitiva: T sen
I(p,q) = ——21__ (2.46)

~ sen(7p)sengq
Sip=006q=0,(246) debe sustituirse por el correspondiente limite. Por ejemplo, si p —
0 = sen7p ~ 7p y sen pq ~ pq, luego (2.46) queda como

pq q
[ 0 = p—
(0.9) Tpsenq  sengq
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Sig— 0= senpq ~ pqysenq ~ q, luego

pq p
I(p,0) = =
(p, 0) sen(mp)q  senmp

Por tltimo, si p = ¢ = 0, resulta evidente que 1(0,0) = 1.

Problema 2.16 Se considera la integral

+00 n
I, :/ Qog ) N
0 1 +l’2

Demostrar que si n es impar, entonces I, =0 y si n es par, n = 2p

LN 2p 2p+1
Ly = 2/ (og2)® \ _ <5> "B (2.47)
0

1+ 22 2

donde E, es el p-ésimo nimero de Euler (ver introduccién tedrica, seccién 2.3.1, pag. 58).
Basandose en el apartado anterior y mediante un cambio de variable adecuado, calcular el

valor de la integral:
+00 x2p
—dx
o chzx

En el problema 2.15, expresion (2.46), hacemos p = a, ¢ = § y llamamos I(a) al resultado de
la sustitucién, es decir:

oo ga T Ta T
I(a :/ dx = sen (— | = — 2.48)
-] & <

14 22 sen ma 2cos &

Derivando con respecto al pardmetro a:

+00 ,.a 1 n o0 1 n
I(”)(a) — / M dr —> [(n)(o) — / (log 2) doe =1,
0

1+ 22 0 1+ 22
Como - =3/ (f;)!zz”, es
* Ey qr2k+1
1 2.49
(a) = 2cos Z (2k) 22k+1 (249)

0

Si n es impar, de (2.49) se deduce que 1™ (0) = 0, y si n es par, n = 2p, p > 0, es:

1)(0) E, - % +! ) N 2p+1
(2p)! :(2p)!22p+1:”(p)(0):<§) Ey

También

1 2p +o0o 1 2p
]zp:/ (log2)™ +/ (log2)™
0 1

1+ a2 1+ a?
En la 2* integral:

+o00o 2p 1 2p 11 2p
/ Qogo)® o fo -1 :/ (log ) dt:>1‘2p:2/ log2)™ ;)
1 1+ 22 t o 1+t o 1422

Esto demuestra (2.47).
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Por dltimo

@ / (log z)?* Qo) (o= e} = /+oo t2:n@—t _
o l+w

400 t2p —t 400 t2p
/ C  _at== / dt
o et et + e—t) 2 Jo cht

=1 N g >0
/0 cht T <§> po b=

luego

Problema 2.17 Calcular
T logx

o Vi)

y deducir de aqui, las integrales

“+oo “+oo

1 1
DL _de, J(p) = -

W) e o VEE PP

dx, p>0

Derivando respecto al parametro a en la expresion (2.48):

oo g loga Td 1 72 sen 2%
dr = — — = 2 2.50
/0 1+22 " 2da (cos%) 4 cos? T (2.50)

y tomando a = —% en (2.50), obtenemos:

t logx s V2

AT 251

Por otro lado

+oo T Jlogp + logt

o VE@tp) W TPT o ViI(1+)
_3/2 logt

0 \f(1+t2 \f1+t2

La 2% integral es (2.51) y la primera resulta tomando a = —1/2 en (2.48), es decir:

(2.52)
= p*?logp

+oo dt T ™2

o VI1+1) 2cos(-Z) 2

Sustituyendo en (2.52) y simplificando

V2 ( W) (2.53)

](p) = 5 logp — 9

Derivando respecto a p por un lado

o9 log = Foo log ©
I'(p) = — = | do =2 ——°"
) /0 Ip (ﬁ(w2+p2)) ’ P)o VaaEipE™
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y de (2.53):
I'(p) = W;/é St Zi?§p+4
Igualando ambos resultados:
T(p) = Foo log i — 7r\/§(6 logp — 31 — 4)
o Va(@?+p?)? 16p7/2

Problema 2.18 Sea a € R, a > 0, a # 1 y sea K el rectangulo: |z| < 7, 0 < y < 7.

Integrando la funcién f(z) =

— sobre el contorno C' de K orientado positivamente,

calcular el valor de la integral:

T sen
[(a):/o 1—|—af—2jcosxdx’ segun sea a <16 a > 1.

Sea C' = C} + Cy + C5 + Cy el contorno, orientado como se muestra en la siguiente figura:

—7 +ir Cs T+ ar
04 C2
-7 0O ¢, T
Tenemos
/ f(z)dz= [ f(x)dz+ [ f(z)dz+ | f(z)dz+ [ f(2)dz=27miR (2.54)
C Cl 02 03 C4

siendo R la suma de los residuos de f en la singularidades contenidas en K.

= En C] es z =z, con x € [—m, 7], luego:

f(z)dz:/ x_' dx
Ch a—e ¥

—T

0 T
t
/ i .dx:{x:—t}:—/ _dt
__a—e ¥ 0o a—e¢t

™

Como

luego

™ X L T rsenz
ds — oy — _dr = —2i d 2.55
le(Z) z /0 a — e~ x A a — ew v Z/0 a2—2acosx—|—1 * ( )

» En Cy es 2 =m+it, con t € [0,7], dz = idt, por tanto:

T t T t
/f(z)dz:/ Lz.tidt:z'/ TER
o o a— eimtit) 0 a+et
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s En Cy es z = —m + it, con t decreciendo de r a 0, dz = i dt, por tanto:

0 : . :
- t — 1t

f(z)dz:/ Lz.tidtzz'/ T8
s . a— e i=mtit) 0 ate

"2 |
/ f(z)dz:i/ Wtdt:27ri/ dt
Co+Cy 0 a—+e 0 a‘l‘fit

= En C3 es 2 = x + ir, con x decreciendo de m a —m, por tanto:

f(z)dz:/ &dmz—/ Lﬂ.dm
s - a — e—a+ir) L a—e¢ e

Agrupando

Como
‘a—e’"-e_”} > }|a| —le" e =la—€l=¢ —a

si r es suficientemente grande, luego

Rl ARG
e —a J_,

_y|a—er ez

2m/ T2 + r?

er —a

f(z)dz
C3

— 0, cuando r — +o00

1
ya que cuando r — +00, V2 + 12~ 1y —— ~e ", luego
er—a

2nv/m2 4 r? .,

~2tre”" — 0

er —a

Cuando 7 — 400, la integral de (2.56) es:
oo dt oo 1 [t /1 1
o a+te z(a+ ) a J, T a+x

1 { ( )r‘” log(1 + a)
= — |log —_—
a at+z) |, a

Los polos de f son las raices de la ecuacién

e ¥ =a= 2z =2nk+iloga, k€Z

83

(2.56)

y debido a la restriccién |z| < 7, el tnico es para k = 0, es decir, zy = iloga, con residuo:

20 2o loga

Res (f(2),z = 20) =

le~%0  qq a

En este momento, distinguimos dos casos:

= a < 1, entonces, en K no hay ningtin polo. Tomando limites cuando r — +o0o en (2.54),

resulta:

dxr + 2mi =0

2,/7T rsenx log(1 + a)
j— Z S
o a?>—2acosz+ 1 a

o bien

/7r rsenx dr — mlog(1l + a)
o a®>—2acosx+ 1 a
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= ¢ > 1, entonces, en K hay un unico polo zy. Tomando limites cuando r — +oo en (2.54),

resulta: i lox(1 |
—2i/ 5 LTSN T dr + 271 og(l +a) = 271 ogd
o a®>—2acosx+1 a a
o bien
/’T TSen T J 7T1 14+a
z = —lo
o a?>—2acoszx+1 a8\ g
En definitiva: o1
/ Tsenx dr — a
o a?>—2acosz+ 1 s 14+a )
— log , sia>1
a a

Podemos ahora eliminar la restriccién de que a # 1, pues tomando limites cuando a — 1, tanto
a la izquierda como a la derecha, resulta:

1 [T xsenx
— ————dr =mlog?2 2.57
2 /0 1 —cosz & ( )
De este resultado obtenemos otros conocidos, en concreto, teniendo en cuenta que 1 — cosx =

2sen” 2 y senx = 2sen £ cos £, (2.57) queda como

m w/2 w/2 ¢
27T10g2:/ xctgfdx:{tzf}:zlf tctgtdt:4/ 180 gy —
0 2 0 0 sent

( f(t)=
(1) = cost z (2.58)
= IV T ent v =4 {[tlogsent]’r/ / logsentdt}
g(t) =logsent 0
| f(t) =1 )

Es evidente que tlog sent|t:7r/2 =0, y como logsent ~ logt cuando ¢ — 0T, entonces
tlogsent|,_ o+ = tlogt|,_o+ =0
luego (2.58) queda en

w/2 log 2
/ logsentdt = T Zg (integral de Euler)
0

resultado ya obtenido por otro procedimiento (ver problema 1.12, pag. 25).

Problema 2.19 Intégrese la funcién

1

RREETITE

donde log designa la determinacion tal que —7 < arg z < , a lo largo del arco cerrado 6(r, €)
definido como sigue: se recorre sucesivamente el eje real negativo de —r a —e, después la
circunferencia C7, de centro O y radio €, en sentido inverso, a continuacion el eje real negativo
de —e a —r, y por ultimo, la circunferencia Cy de centro O y radio r en sentido directo
(0 < e < a < r); deduzcase que se verifica

o0 1 B T 1 5 59
L @y = wiwar e T (2.59)
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Sea C'= 1 + C1 + I, + (5 el contorno, orientado como se muestra en la siguiente figura:

Nota: no existe separacion vertical entre los segmentos I; e I,. Se dibujan asi para aclarar
conceptos. Tenemos:

/ f(z)dz= | f(z2)dz+ [ f(z)dz+ | f(2)dz+ | f(z2)dz=2miR (2.60)
C I C1 I Cs

siendo R la suma de los residuos de f en la singularidades contenidas en el interior de C.

= En [} es z = —x, con = decreciendo de r a ¢, dz = —dz, log z = log(—z) = log z + im, por
la eleccion del argumento, luego

© 1 " 1
@)z / (@2 + a2)(logz + im) / (@2 + a2)(logz + im)
= En [ es z = —x, con z creciendo de ¢ a r, dz = —dx, log z = log(—x) = log z — im, por
la eleccién del argumento, luego

" 1
L flz)dz = _/E (22 4+ a?)(log x — i) du

Agrupando
/ f(z)dz:/r ! : dx—/r 1 —dr =
j . (224 a?)(logz + i) . (224 a?)(logz — i)
" 1
- _2m/€ (22 + a?)(log® z + 72) de
Como ;
|z|lir£oo 2f(z) = ‘Z‘lifﬁoo T logs

aplicando el lema 2.1, deducimos que

lim f(z)dz=0

r—-+00 Co

Analogamente, como

, , z L z
= (2) = M e Togs — a2 % Tog 2
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aplicando el lema 2.2, deducimos que

h’m/Cl f(2)dz=0

e—0

Los polos de f son z = ai, —ai, 1, y sus residuos:

. 1 1
Res (f(2),2 = ai) = 2ailog(ai) - 2ai(log a + im/2)
. —1 —1
Res (f(2), 2 = —ai) = 2ai log(—ai) - 2ai(loga —im/2)
Res(f(z),z=1) = 1 jaz

En fin, tomando limites cuando ¢ — 0, 7 — +00 en (2.60), resulta

oo 1 1 1 1
—omi do = 2ri -
i /0 (22 4 a?)(log® x + 72) S 2ai(loga +im/2)  2ai(loga —in/2) i 1+a?

Simplificando obtenemos (2.59).

Problema 2.20 Sea K el compacto definido por las desigualdades
lz| <r, 0<y<m |z—in|>e, |2z|>c¢
con ¢ suficientemente pequeno y r suficientemente grande. Por aplicacién del teorema de los
182

residuos a la funcién f(z) = I8 € R, sobre el borde orientado de K (ver figura que sigue),
sh z

T gen st T TS
dt = Zth (—) 2.61
/0 sht 2 2 (261)

Por derivacién bajo el signo integral respecto al parametro s, deducir que para k > 1 es

demostrar que

/+oo t2k—1 szﬂ.2k (22k - 1)
0

St = (—1)~* o (2.62)

donde By, es el 2k-ésimo ntimero de Bernouilli (ver introduccién tedrica, seccién 2.3.2, pag.
58).
Indicacion: utilizar la identidad
1 2
es+1 es—1 e25—1
Sea C = C1+ 11 + I+ I3+ Cy + Iy + I 4+ I el contorno, orientado como se muestra en la
siguiente figura:
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L \J I
Cy
I5 I
Cy
IG /\ [1
+
—r — 0O € r

Por el teorema de los residuos
/f(z)dz: f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz+ f(z)dz—i—/ f(z)d=+
C I I I3 Iy Is
+ [ f(x)dz+ | f(2)dz+ | f(z2)dz=2miR
Is C1 Ca
siendo R la suma de los residuos de f en la singularidades contenidas en K.

m En [ es z =z, con x € [g,r], dz = duz,

r 6ism
dz = d
[ feyas= [ G

s En [g es z = —x, con x decreciendo de r a €, dz = —dx,

€ 6—isx r e—ism
dz = — do = — d
T f(z)dz /r sh(—x) * /E shz o

" sen sx
f(z dz:2i/ dx
/11+Is (2) . shzx

s En I3 es z =2+ im, con x decreciendo de 7 a ¢, dz = dx,

J € eis(x+i7r) J . T glsT J . T elsT 4
Igf(z) Z_/T sh(z + im) e /€ “sho € /6 sha ™"

ya que, al ser sh(u + v) = shuchv 4 shvchu, es

Agrupando

. , , ch(in) = cosm = —1
sh(x +im) = sha ch(in) + sh(ir)chz = , , = —shz
sh(ir) =isenm =0

m En [y es z = —x+im, con x € [g,r], dz = —dxz,

p T gt (—z+im) J o T eTisT J
I4f(z) Z_/6 sh(—z + i) e /6 shx

87

(2.63)
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" sen sx
/ f(z)dz = 22’6_”/ dx
I3y c Sh xXr
Agrupando otra vez maés:

/ f(z)dz=2i(1+e™) / PN
Li+I3+14+16 . shzx

Agrupando

Por el lema 2.4 es

150
li_r%/Cl f(z)dz = —miRes (f(2),z=0) = —7'[';1—0 = —T7i
Anéalogamente
eiS(iT()
lii% /02 f(2)dz = —miRes (f(2),z =im) = _Wch(iw) = mie "

Para no perder la perspectiva, agrupamos las fuerzas, y tomamos limites cuando ¢ — 0 en
(2.63), y ésta queda como

2i(1+e™) / S‘Zﬂ jf” de —wi(l—e ™)+ | f(z)dz+ / f(z)dz =0 (2.64)
0 Iz Is

ya que en K no hay singularidades.
Ahora aplicamos en los segmentos verticales argumentos parecidos a los utilizados en el
problema 2.13. En Iy es z = r +it, con t € [0, 7], luego:

J T eis(r’-‘rit) J ) i e st 4
— - t — > 18T t
L f(z)dz =i /0 sh(r + it) e /0 sh(r + it)

Como
sh(r +4t) = shr - ch(it) + sh(it)chr = shr - cost +isent - chr
luego
sh(r +4t)|* = sh®r 4 sen®t > sh®r = [sh(r + it)| > shr
y por tanto

f(z)dz
Ip)

1 T M
<_ _Stdt:—
_shr/O ‘ shr

donde M = [ e~ dt, es independiente de . Como lim shr = +oo = lim f(z)dz = 0.

r—-+00 r—-+00 Is

De forma anéloga
lim f(z2)dz=0

r—-+00 Is

En fin, tomando limites cuando r — 400 en (2.64), resulta:

“+oo
2i(1 4 ¢ ™) /0 ——dr—mi(l =) =0

o bien

== == ~Ztn
sh L 21+ eTs 2 6—7'(8/2 (67rs/2 _ 6—7'(8/2) 2

2

/+°° sens T 1—e ™ ge /2 (emﬂ - e_m/Q) i <7r)
0
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Esto demuestra (2.61).
Veamos la 2* parte. Sea

sht 2 2
También N 24 . )
shz e*—e? e*— z  efF—
“T he e +e?  e?2+1 2 ef+1 er+1
Utilizamos ahora la indicacién del problema
r 1 2
e+1 er—1 e2—1
luego
z 2 4 2 z 2z
62—1+622—1 z(ez—l 622—1)

m+1 m+1 m
- (2m+1 1
21 (m+1)! )2

Haciendo z = 7s

Z n+1 n+l _ 1)7T"+1Sn

— (n+1)!
Por la formula de Taylor, f(s) = 3.°° L ™ O gn identificando

n!
.f(n) (0) _ Bn+l (271"1‘1

Bn+1
n+1

- e — Dt = f(")(()) =

(2n+1 _ 1)ﬂ_n+l

Por otro lado

o= [ senst L f0) =0

sht
*° ¢ cos st too
'(s) = dt = f'(0) = —dt
e - [ ror= [ 4
o0 2 sen st
" — dt " —
P == [ = ) =0
o0 3 cos st too 43
ey — _ dt meay — _ L
O B A UEEY M=
luego, por recurrencia, queda claro que
(2k—1) p [T
“(0) = (1) dt, k>1
P = (<t [ e

Tomando n = 2k — 1 en (2.65) e igualando con (2.66) resulta (2.62).

89

(2.65)

(2.66)
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Problema 2.21 Seanp,q € R, p,q > 0yseas=p+igyn € N, n > 1. Integrando la funcion
f(z) = 2"t a lo largo del camino de la siguiente figura:

r.s

| [s]

I Cs

: Co

|

|
. \__»
O: 4 r

y utilizando la relacién [;" 2" 'e= dx = (n — 1)!, demostrar las siguientes férmulas:

+oo — D)'R(p +iq)"
/ 2" e P cos qr dr = (n )2 (p2 ) (2.67)
0 (P* + )"
/ " le P sen qw dx = (n )2 \s(pz ) (2.68)
0 (P> +¢*)"

Sea C' = C1 + Cs + Cj3 el contorno orientado como se muestra en la figura. Como f es analitica
en el interior de C, entonces

/ f(z)dz = f)ydz+ | f(z2)dz+ | f(2)dz=0 (2.69)
C Ch Co Cs
= En C) es z =z, con x € [0,7], dz = dz, luego

f(z) dz:/ 2" le " da
Cq 0

s s
m En Cses 2z = tﬂ’ con t decreciendo de r a 0, dz = ﬂdt’ luego
s s
0/ s\ s st [T
f(z)dz = / (t—) e~stlsl 2 dt = ——n/ tntest/lsl gy
Cs SANRE] ] |s|™ Jo
Como | |lim z2f(z) = ‘ ‘h'm 2"e”* =0, el lema 2.1 afirma que
z|—+4o00 z|——+o0

lim f(z)dz=0

r—-+00 Co

Tomando limites cuando 7 — 400 en (2.69), obtenemos

+o0 5" +oo
/ 2" le v dr — — / = temst/lsl gy —
0 0

5"

o bien

n 400 n o0
t n—
b= [ e = fe = = i [ (el e e =
s|™ Jo s s|™ Jo
+o0o

— Sn/ xn—le—sm d.ﬁ(:
0
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es decir

+o0 _1)\!
/ 2" e dy = (n—1) (2.70)
0

Cambiando s por s en (2.70)

_ 1 ' +oo _ 400 ]
(n ) = / 2" e dx = / LT (g (2.71)
0 0

<n

S

y separando las partes real e imaginaria
+o00 1
/ 2" e P cosqrdr = (n —1)! R (5) (2.72)
0 S

00 1
/ " e P senqrdr = (n—1)!' S (5) (2.73)
0

Ahora bien

s-5 s pPH® T (PP
Sustituyendo en (2.72) y en (2.73) obtenemos (2.67) y (2.68).

Damos aqui el problema por acabado. No obstante, veamos un par de observaciones. Si en
(1.15), pag 11, tomamos formalmente « =n — 1, ¢ =3, f = 1, resulta

+o00 _ 1
/ t"lte M dt = =TI (n) =
0 S

es decir, un resultado correcto, en concreto (2.71).
Veamos otra forma de hacer el problema, pero por métodos elementales. Integrando por
partes:

1 S s  ptiq 1 (p +iq)"
S

(n—1)!

gn

( f(:l:’) — :L’n_l
/ —sT
+oo g(z)=e ] L oo
/ xn—le—gr dr = e_gx == [xn—le—gm} 3—00 + n _ / xn_26_§x du
0 g(gj = —— S S 0

S

[ f'(z) = (n —1)a" 72

(2.74)

1 —§x|

Es evidente que 2" “e™*| _, =0y como

2V le T = (x”_le_m) - e — (0 cuando z — 400

lemP — (0 y €% estd acotado, luego el corchete vale 0, y (2.74) queda como

“+oo _ n — 1 —+00 _
/ xn—le—sx dr = — / xn—2e—sm dr
0 S 0
Reiterando

o0 _ -1 ~+o00 B -1 —9 +00 -
/ xn—le—sx dr — n _ / xn—2€—sx dr = (n Zgn ) / xn—3e—sm dp — -« —
0 0 0

ya que el factor 2"~

S S

:<n—1><n—2>...<n—k>/*“xn—k—le—m:{kzn—l}=

gk

B L =

gTL— 1 gTL— 1 35 0 gTL
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es decir, otra vez (2.71).

Problema 2.22 Estudiar la convergencia de la integral

400 ¢
f(a)z/o (1+$)3dx, acR

y calcular su valor. Deducir de aqui los valores de las siguientes:

T Jogx o Jog? oo Jogdx
——=dux, —— du, g dx
o (1+z)? o (1+z)? o (1+a)?

a

Sea g(z) = ﬂj—ix)?” la funcién subintegral. Si a < 0, la integral es impropia en 0. Como

(1+ )3 ~ 1 cuando = — 0, entonces g(x) ~ z* cuando = — 0, luego f converge para el limite
de integracién 0 cuando a + 1 > 0, es decir a > —1. Cuando  — 400, es (1 + )3 ~ 23, luego
x° 1

g(ﬂ?) ~ E = r3—a

luego f converge en x = +00 si 3 —a > 1, o bien a < 2, y en consecuencia
df(a) <= -1 <a<?2

Calculemos ahora el valor de la integral. Cambiando a por —a en (2.8)

fla) = Lﬂ'aRes (Zia z= —1) ={z+1=t}= _We—wia Res((t_l)a,tIO)

 senTa (14 2)3 sen ma t3

Ahora bien
t—1=—-1-t)= (t—1"=(=1D*1—t)* =™ (1 —t)

fla) = —— Res (<1 — 0 0)

sen ma

luego

Utilizando el desarrollo de la serie bindémica

(1-t)"=1- <Cll)t+ <;)t2+...:>Res<(1;,’t)a,t:0) - (;) :@

luego
oo g l—a ma
— dr = 2.75
/(@) /0 (1+x)3 v 2 senma (2.75)
Calculemos un desarrollo limitado de la parte derecha de (2.75)
x3+x5+ . x2+x4+ .7 1 1+x2+
nr=xr——+—+---= —— 4+ —+... = = —+...
S TR o 6 5l sen x 1—%2+,,_ 6
luego
wa m2a? l—a ma 1 w2 w2
—1 — = = (1—a+-—d®— —d°
senwa * 6 * /(@) 2 senma 2 ( ot 6" 6" * )

Por tanto:



2.4. PROBLEMAS 93

s Por un lado es

poy [T atloga sy [T logx

y por otro, del desarrollo limitado de f(a), observamos que f'(0) = —1/2, luego
/ T logax 1
dr = —=
o (14+xz)3 2

400 ,.a 2 400 2
” x%log” x " log® x
@) /o (1+2)3 ! f10) /o (1+x)3 !

s También

y por otro, del desarrollo limitado de f(a), observamos que ORI () ==

2! 12
luego
/+°° log? z 2
dor = —
o (14+z)3 6

+00 ,.a 1 3 +o0 1 3
fl/l(a) — / x Og x dflf . fl/l(o) — / Og T dl’
0 0

s Por dltimo

(1+2)3 (14 2x)3
y por otro, del desarrollo limitado de f(a), observamos que w = —71r—; = f"(0) = —’T2—2,
luego
/—l-oo 10g3 T 71_2
——dr = ——
) (+ap 2
La integral I = 0+°° (i‘fx“’;g dx puede calcularse también utilizando (2.12). En efecto, sea R(z) =
m, entonces
log® 2 log®(t — 1)
Res ((z+1)3’Z: —1) ={z+1=1t} =Res (T,tzo
Teniendo en cuenta el desarrollo
22 28
log(l—2)=—2— — — — —
obtenemos
U A
log(t — 1) =log[(—1)(1 —t)] = log(—1) +log(1 —t) =imr —t — 773

Hemos de multiplicar este desarrollo por si mismo y seleccionar el término cuadratico

. ; t? . ; t2 e z'7r+1 T n
m—t——=—... | |iT—t—=—... | =" —— - =
2 2 2 2

2 J—
Res (logi%l),t:0) =1—ar

es decir
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Por consiguiente, segun (2.12) y (2.13):

T Jogx 1 1
dr = —=R(1 —in) = —=

/0 10 @~ 3hl-im=—3
oo 1 1
e dr = —— (1 —im) = =

/0 A2 &= 350 -m=35

aunque es evidente que esta iltima es inmediata.

Problema 2.23 Calcular

—+00 1
/ 08T de, a,beR, a,b>0
o (z+a)p?+b?

Sea R(z) = —————. Los polos de R son zy = —a + ib, z; = —a — ib. El afijo de 2y (resp.
( ) (Z + a)g + b2 p 0 1 J 0 ( P
z1) estd situado en el segundo (resp. tercer) cuadrante. Tomemos como referencia el complejo

. b b
u=a-+ib=re?, r=|ul=va2+b, tgdé=—-, ¢=arctg—
a a

cuyo afijo estd en el primer cuadrante. Entonces:
20 =—a+ib=re™ % = log 2, = logr +i(1 — ¢)
2= —a—ib=re™% — log z; = logr +i(1 + ¢)

Calculemos los residuos

log? = log? 2,
es<<z+a>2+b2’z ) 202+ a) |

Si es T' la suma de ambos residuos, entonces:

2 2
_ log” 2y B log”z1 i(log 29 + log Zl) (log 29 — log Zl) =

T =
2ib 2ib 2ib
= i(2 logr + 27i) (—2¢i) = —%(lo r+ i)
2ib 8 b8
Aplicando ahora (2.12) y (2.13):

T Jogx 1 2¢ b log(a® + b?) b

S S A i & N = Llogr = B9 T ictg”

/0 e x 23?{ 2 (ogr—i—m)]  log” 5 arc tg
b

+oo 1 1 2 1
/0 (.CC + a)2 + b2 o 277'\9 |i b ( 08T * 71-Z):| b arcte a
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